Analiza II - pytania prébne

Instrukcja: Zaznacz wszystkie prawidtowe odpowiedzi
1. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja calkowalna w sensie Riemanna. Wéwczas:

(a) Funkcja g(z) = cos f(x) jest funkcja calkowalna w sensie Riemanna.

(b) Jezeli f jest rézniczkowalna i f’ jest funkcja calkowalna na przedziale [a, 0], a < o <
8 < b, to

[ r@as= 1) - s
(¢) Funkcja g(z) = [ f(z)dx jest rézniczkowalna wewnatrz przedziatu [a, b].
2. Niech f : [a,b] = Rig: [a,b] — R beda funkcjami ciagltymi. Wéwczas
(a) jezeli F jest funkcja pierwotna funkcji f, G jest funkcja pierwotna funkcji g i f = g to

funkcja h(z) = f(z) — g(z), = € [a, b], jest stala.

(b) jezeli F jest funkcja pierwotna funkeji f i G jest funkcja pierwotna funkeji g to (FG)' (z) =
f(z)g(x) dla kazdego x € [a,b].

(c) jezeli F jest funkcja pierwotna funkcji f i f(z) < 0 dla kazedego x € [a, b] to

b
[F(b) - F(a)| = — / f(@)da.

3. Niech

fx) = {:ccos; if  xel[-1,0)U(0,1]

0 if z=0.
Funkcja f jest

(a) ciagla na przedziale [—1, 1],
(b) rézniczkowalna w punkcie z =0

(c) catkowalna w sensie Riemanna na przedziale [—1,1]
4. Niech f:[a,b] = Rig: [a,b] — R beda funkcjami ograniczonymi Wéwczas,

(a) jezeli f jest ciagla a g calkowalna w sensie Riemanna to f o g jest calkowalna w sensie
Riemanna,

(b) jezeli f jest ciagla a g calkowalna w sensie Riemanna oraz g(z) < f(z) dla kazdego
x € [a,b] to istnieje y € [a, b], takie ze

b
/ g(x)dz < (b—a) sup f(y),

y€(a,b]

(c) jezeli f jest ciagla i f(x) > 0 dla kazdego x € [a,b], to 1/f jest calkowalna w sensie

Riemanna,
5. Niech
0 dla <0
o 1 dla X < n _ ctg(a:) .
f’ﬂ(x)_{ 17COS(£) dla n<z gn(-r)— 0 dla O<ax<nm n=12,...
" 0 dla z>n

(a) ciag funkcyjny f,(z) jest zbiezny punktowo ale nie jednostajnie do funkcji f(z) =1,
(b) ciag funkeyjny fn(z) jest zbiezny jednostajnie do funkeji f(z) = 1,
(c) ciag funkcyjny g, (x) jest zbiezny jednostajnie do funkcji h(z) = 0,



(d) ciag funkeyjny hy,(z) = gn(z) frn(z) jest zbiezny punktowo ale nie jednostajnie do funkeji
h(z) = 0.

6. Niech promien zbieznosci szeregu potegowego Y - a,2", a, € C, z € C wynosi R, 0 < R <
00. Wéwcezas
(a) funkcja f(z) =Y o7, a,z" jest analityczna w przedziale (—R, R),
(b) funkcja f(z) = >_7 jana™ jest rézniczkowalna w przedziale (—R, R) oraz f'(0) = ay,
(c)
)

(d) szereg Y ., anz" moze by¢ rozbiezny w kazdym punkcie okregu {z € C: |z| = R}.

funkcja f(z) = > 07 anx™ jest cizga w przedziale (—R, R)

7. Szereg Fouriera funkcji

fx) = z4+m dla —7<2zx<0
V= —z+7 dla 0O<z<n7
jest

a) zbiezny punktowo do f(z) dla kazdego «,

( (
(b) (
(¢) zbiezny punktowo do f(
(d) zbiezny punktowo do f(z

zbiezny punktowo do f(z) dla kazdego = z wyjatkiem punktéow = = 0, 7,

x) dla kazdego x z wyjatkiem punktéw x = 7,

—_ — — —

dla kazdego x z wyjatkiem punktu x = 0.
8. Niech A bedzie zbiorem zwartym niepustym w przestrzeni metrycznej (X, d)
(a) zbidr A jest ograniczony,
(b) zbiér X \ A jest otwarty,
(¢) kazda funkcja ciggla f: A — R jest ograniczona,
(d) kazda funkcja ciagla f : A — R jest jednostajnie ciagla,



