Analiza matematyczna 1 - test egzaminacyjny
wersja do ¢wiczen

Leszek Skrzypczak

.Niech E={z€[0,1]: z=£ k=1,2,...2", n=1,2,3,...} Wowczas:

(a) Dla dowolnych liczb wymiernych p,q € [0,1], p < g, istnieje x € E
takie, ze p < z < q.

(b) Kazda liczba wymierna p € [0, 1] jest punktem skupienia zbioru E.

(¢) Liczby niewymierne nalezace do przedziatu [0, 1] nie sa puktami sku-

pienia zbioru E.

. Niech F C R bedzie niepustym zwartym podzbiorem prostej rzeczywiste]
R. Wéwczas:

(a) R\ F jest zbiorem ograniczonym,

(b) E zawiera wszystkie swoje punkty skupienia,

(c) dla kazdego punktu p € E istnieje € > 0 takie, ze (p —e,p+¢) C E.
. Niech E i F beda niepustymi podzbiorami prostej rzeczywistej R i niech
FCE.

(a) Jezeli E jest zbiorem otwartym to F' jest otwarty.

(b) Jezeli E jest zbiorem zwartym to F' jest ograniczony.

(c) Jezeli E jest zbiorem ograniczonym i F' jest domkniety to F jest

zwarty.

. Ktoére z ponizszych warunkéw (a) - (c) implikuja, ze zbior A C R jest
ograniczony z dotu:

(a) Veeadmer = 2> M,

(b) ImerVeea x> M,

(¢) ImerVeea x> M.

>
>

. Zalézmy, ze liczba rzeczywista x jest ograniczeniem gérnym zbioru A C R.
Ktére z ponizszych warunkéw implikuja, ze x jest kresem goérnym zbioru

A:

(a) VneNzlaeA a>x+ %,
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(b) YnenJaca a>z— %7
(€) VesoJaca a>z—e

Niech E={1:n=1,2,3,.. }U[1,2]U {3} CR.

(a) 0 jest punktem skupienia zbioru E,
(b) 3 jest punktem skupienia zbioru E,

(c) 2 jest punktem skupienia zbioru E,
Niech a,, = (-1)"+ 1, n=1,2,... Ciag (ay)

(a) jest ograniczony
(b) jest ciagiem Cauchy’ego,
(c¢) nie zawiera podciagu zbieznego.
Ktoére sposréd warunkéw (a),(b),(c) oznaczaja, ze ciag (ay) liczb rzeczy-
wistych jest ciagiem Cauchy’ego ?
(a) EIa€>0vN€NE|n,m>N|an - am| <e.
(b) V5>03N€I\13n,m>N|an - am| <e.
(C) V6>03N€an,m>N|a/n - am' <e.
Jakie zaleznosci zachodza miedzy wlasnosciami:
1 - ciag (a,) zawiera podciag zbiezny,
2 - ciag (ay) jest zbiezny,
3 - ciag (ay) jest ograniczony ?
(a) 3=1i2=1,
(b)) 1=212=3,
(¢c)3=1i2=3.
Sposréd tekstéw (a)-(c) zaznacz te, ktére po wstawieniu w miejsce kropek
w zdaniu:

"Kazdy cigg elementow zbioru .... ma podciqg zbiezny do pewnego elementu
zbioru A7

utworza twierdzenie prawdziwe.

(a) A={zeR:|z|>1},
(b) A liczb niewymiernych z odcinka otwartego (—1,1),
(c) A={reR:1> 2%}

Niech (a,) bedzie ciagiem monotonicznym i ograniczonym. Wéwczas:

(a) dla dowolnych stalych p i ¢ ciag b, = pa, + q jest zbiezny,
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(b) ciag b, =1+ a, + (—1)"n jest rozbiezny
(c) jezeli a,, jest rosnacy i b, = —a, to lim,_,c b, = —sup,, a,.

Zalézmy, ze f jest funkcja rosnaca na przedziale (1,5). Zaznacz réwnosci
prawdziwe

(a) limg—3 f(z) = sup{f(z) : z € (2,3)},
(b) limy o4 f(x) =inf{f(z):z € (2,5)},
(c) limg—g— fx) =inf {f(z) :z € (1,4)}.

Zalézmy, ze funkcja f: R — R ma wlasno$é

VC>03mo€RVz>mof(x) > C.
7 wtlasnosci tej wynika, ze:

(a) f ma w punkcie +oo granice niewlasciwa réwna —oo,
(b) f ma w punkcie +o0o granice niewlasciwa réwna +oo,
(¢) f ma w punkcie —oo granice niewladciwa réwna +oo.
Rozwazmy wlasnosci (1)-(2) funkeji f : (0,1) — R okreslona na przedziale
otwartym (0, 1).
(1) Vaepo,)Veeo,113se00,1)Vyep (|2 —y[ <0 = |f(z) = f(y)] <e),
(2)  Vee,Tsep,1Veyep (e —yl <6 =|f(z) — f(y)] <e).
Jakie zwiazki zachodzg miedzy tymi wtasnosciami ?

(a) 1 =2,

(b) 2=1,

(¢) 1 2.
Niech f: A — R bedzie funkcja ciagla. Nastepujacy warunek gwarantuje
istnienie punktu z, € A, takiego ze f(x,) = inf,ca f(z).

(a) A jest zbiorem otwartym,

(b) A jest zbiorem zwartym,

(c) A=10,1]
Niech f: (a,b) — R. Ktéry z nastepujacych warunkéw gwarantuje jedno-
stajna ciaglos¢ funkcji f7

(a) Funkcja f jest rézniczkowalna na przedziale (a,b),

(b) Istnieje funkcja ciagla g okreslona na przedziale [a, b] taka, ze Vx €
(a,b) f(z) = g(x),
(c) Funkcja f jest ciagla na przedziale (a,b).
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O funkcji f dwukrotnie rézniczkowalnej na przedziale (—1, 1), ktérej po-
chodna f’ jest funkcja $cile rosnaca (tzn. f/'(z1) < f'(z2) jesli x1 < x2)
oraz f’(0) = 0 mozna powiedzieé, ze:

(a) nie ma w punkcie z = 0 punktu przegiecia,

(b) jest funkcja wklesta,

(¢) ma w punkcie = 0 minimum lokalne.
Niech f : (a,b) — R bedzie funkcja rézniczkowalna w kazdym punkcie
przedziatu (a,b). Niech a < o < 8 < b. Wowczas:

(a) f jest ciagla na przedziale (a, 3),

(b) istnieje punkt ¢ € («, 3) taki, ze

fla) = f(B) = f'(c)(a = B)
(c) f jest ograniczona na przedziale [« 3],

Niech f : [a,b] — R, a,b € R, bedzie funkcja ciagla, rézniczkowalna w
kazdym punkcie przedzialu (a,b). Wowczas:

(a) istnieje punkt ¢ € [a,b] w ktérym funkcja f przyjmuje najwieksza
wartosé.

(b) Niech g(z) = (z—a) f(x). Istnieje punkt ¢ € [a, b] taki, ze ¢'(c) = f(b).
(c) Jezeli Vx € (a,b) f'(x) <0 to f(a) # f(b).
Niech f :[a,b] =R 1ig: [a,b] — R beda funkcjami ciagtymi. Wéwezas
(a) jezeli F jest funkcja pierwotna funkcji f, G jest funkcja pierwotna
funkcji g i f = g to funkcja h(z) = f(z) — g(x), € [a, b], jest stala.

(b) jezeli F jest funkcja pierwotng funkcji f i G jest funkcja pierwotna
funkcji g to (FG)'(x) = f(x)g(z) dla kazdego x € [a, b].

(c) jezeli F jest funkcja pierwotna funkcji f i f(z) < 0 dla kazedego
z € [a,b] to

b
FO) - Fla) =~ [ fla)de

Niech f : [0,1] — R bedzie funkcja ciagla, rézniczkowalna w kazdym
punkcie wewnetrznym przedziatu [0, 1]. Wéwczas

(a) jezeli f’ jest funkcja ograniczona to istnieje stata C' > 0, taka ze dla
dowolnych z,y € [0,1]

[f(@) = f(y)l < Clz —yl.
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(b) jezeli f(1) =0 to dla kazdego z € (0, 1] istnieje y € (0, 1], takie ze
fl@)=(@@-1)f(y).
(c) jezeli f(0) = f(1) to istnieje x € [0, 1], taki ze f'(z) =0.

Wskaz ciagi, ktére zawieraja co najmniej dwa podciagi zbiezne do réznych
granic:

Zaznacz te pary skladajace si¢ z liczby a i funkcji f : R — R, ze a jest
najwieksza wartoscia funkcji f:

(a) a=0, f(z) = —e,
(b) a=1, f(z) =1-2%
(c) a=2, f(z) = 12+ac;2'

Ciag liczbowy (a,,) jest zbiezny. Wynika stad, ze:

(a) jezeli ciag (by) jest zbiezny to zbiezny jest réwniez ciag (an + by),
(b) jezeli ciag (an + b,) jest zbiezny to zbiezny jest réwniez ciag (by),
(c) jezeli ciag (an+by) jest rozbiezny to rozbiezny jest réwniez ciag (b,).

Niech f: (0,1) — R bedzie trzykrotnie rézniczkowalna w kazdym punkcie
przedziatu (0, 1).

(a) jezeli f'(y) =01 f"(y) < 0 to funkcja f ma w punkcie y € (0,1)
maksimum lokalne.

(b) jezeli f'(y) = f"(y) =01 f"(y) < 0 to funkcja f/ ma w punkcie
y € (0,1) punkt przegiecia.

(c) jezeli f”(y) > 0 dla pewnego y € (0,1) to istnieje £ > 0, takie ze na
przedziale (y — e,y + ¢) funkcja f’ jest rosnaca.

oo
Czy szereg liczbowy - (—1)"T!sin(L) jest:
n=1
(a) Zbiezny warunkowo,

(b) Zbiezny bezwzglednie,

(c) nie jest zbiezny.



27. Ktory zszeregéw jest bezwzglednie zbiezny?

28. Ktory z szeregdéw jest rozbiezny?

(a) 37 (2=2)",
n=2

o (n—5)"
© 5

29. Ktéry z szeregéw liczbowych jest warunkowo zbiezny?

() 3 (-1 sin (),



