Rozdziatl 1

Funkcje gtadkie i pola
wektorowe w R

1.1 Funkcje gtadkie o zwartym nosniku

W Tomie I, Czesci 2 i w Tomie II, Czesci 1 zajmowalismy sie funkcja-
mi i odwzorowaniami rézniczkowalnymi, badz tez n-krotnie rézniczkowal-
nymi w zbiorze otwartym w R™. Obecnie bedzie celowe rozpatrzyé¢ klasy
funkcji i odwzorowan majacych pochodne wszystkich rzedéw w pewnym
zbiorze niepustym otwartym U w R". Niech f : U — R bedzie taks funk-
cja. Wiemy (I, Czes¢ 2, Twierdzenie 8.21), ze jezeli wskazniki i; spelnia-

ja nieréwnosci 1 < i; < m dla j = 1,2,...,n oraz x € U, to pochod-
gn . . e o .
na czastkowa 3%,-”3%,-{18%-1 (z) nie zalezy od permutacji (j1,j2, ..., Jn)

wskaznikéw (1,2,...,n), dla dowolnej liczby naturalnej n. To tez bez po-
padniecia w sprzecznos¢ mozemy przyjac¢ nastepujace oznaczenia. Niech
a = (a1, 9, ..., auy,) bedzie wielowskaznikiem (II, Czesé 1, Uwaga 1.6), gdzie
a1, 9, ..., Oy 88 dowolnymi liczbami catkowitymi nieujemnymi. Oznaczmy
la| = a1 + g+ ... + auy - liczbe || nazywamy dlugoscig wskaznika . Wie-

lowskaznikowi o odpowiada pochodna rzedu « funkcji f w punkcie x € U
. alelf
postacl ax‘flax§2...ax?nm

%‘;Lf (x), czyli

(z). Pochodna ta oznaczamy symbolem 0% f(x) lub

B olel ¢ B olelf

PI@) = 5o = g ama

Niech U bedzie niepustym zbiorem otwartym w R™ i niech f: U — R"
bedzie odwzorowaniem U w R”. Wtedy f mozna zapisa¢ w postaci f =

1
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(f1, f2, -y fn), gdzie f; : U — R™ dla i = 1,2,...,n (II, Czes¢ 1, wprowa-
dzenie do Twierdzenia 1.3) wedlug zasady f(z) =y = (y1, 42, -, Yn), gdzie
yi = fi(z) dla x € U oraz i = 1,2,...,n. Funkcje f1, fo, ..., fn nazywamy
wspoélrzednymi odwzorowania f. Wiemy, (II, Czes$é 1, Twierdzenie 1.3), ze
odwzorowanie f jest rézniczkowalne w U wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
jego wspoélrzedne f; sa rézniczkowalne w U.

Definicja 1.1 Niech U bedzie niepustym zbiorem otwartym w R™.

(a) Funkcje f:U — R nazywamy gladkq, gdy w kazdym punkcie z € U
ma pochodne czastkowe wszystkich rzedow a.

(b) Odwzorowanie f : U — R™ nazywamy gladkim, gdy wszystkie jego
funkcje wspolrzedne sa gtadkie.

(c) Jezeli odwzorowanie gladkie f : U; — Us jest bijekcja Uy na U,
(por. I, Czes$¢ 1, §1) i odwzorowanie odwrotne do niej f_; : Uy — U
jest tez gtadkie, to f nazywamy C°°-dyfeomorfizmem lub krocej -
dyfeomorfizmem Uy na Uy (por. tez II, Czesé 1, Definicja 1.13, gdzie
rozpatrywalismy C'-dyfeomorfizm).

Zauwazmy, ze z gladkosci funkcji czy tez odwzorowania wynika, ze jest
ciagla wraz z wszystkimi swoimi pochodnymi. Stad, jesli f jest dyfeomor-
fizmem U na U, to jest tez homeomorfizmem U na U (por. II, Czesé 1,
Definicja 1.12).

Zbiér wszystkich funkcji gtadkich f : U — R oznaczamy symbolem
C>(U). Jezeli U = R™, to symbol ten przyjmie posta¢ C°(R™).

Definicja 1.2 Nosnikiem funkcji ciagtej f : R™ — R nazywamy domknie-
cie zbioru tych z € R™, dla ktérych f(x) # 0.
Nosnik funkcji f : R™ — R oznaczamy symbolem supp f. Zatem

supp f = {z € R™ : f(z) # 0}.

Zamiast terminu 7 ‘no$nik”’ uzywa tez si¢ nazwy ”suport”.
Zbiér wszystkich funkcji f € C°°(R™), ktérych nosénik jest zbiorem
zwartym, oznaczamy C5°(R™).

Przyktad 1.1 (a) Jezeli R > 0 jest promieniem zbieznosci szeregu po-
tegowego > o2 apx”, to suma tego szeregu f(z) = Y oo anx™ jest
gladka w przedziale (—R, R), czyli f € C*°((—R, R)).
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(b) Funkcja f(z) = ex? dla z # 01 f(0) = 0 ma pochodne wszystkich
rzedéw dla kazdego = € R, przy czym f((0) = 0 dlan = 0,1,2, ...
(I, Czes¢ 2, Przyklad 8.5), nalezy wiec do C*°(R), ale nie jest suma
zadnego szeregu potegowego postaci > 2 anz™. Nosnikiem funkeji f
jest R.

(¢) Rozpatrzmy funkcje f: R — R, okre$lona jak nastepuje

1
ez dla x <0,
€T e
/(@) {O dla z>0.

Jest widoczne, ze funkcja ta ma pochodne wszystkich rzedéw dla dowol-
nego = # 0, a w punkcie x = 0 ma pochodne prawostronne fJ(rn) (0) =0 dla
kazdego n. Aby przekonac sie, ze jest gltadka w R wystarczy udowodnié, ze
ma tez wszystkie pochodne lewostronne w punkcie = 0 i ze sg one rowne
0. Mamy dla x < 0:

f) = e, fl@) = —5er,  f'(a) =

2 T

2c+1 1
€.

Przypusémy, ze pochodna f(™ wyraza sie dla z < 0 wzorem

Wy () ot
xQn ’

f(@) =

gdzie w, wielomianem. Wzor ten jest prawdziwy dla n = 1, 2. Przypu$émy,
ze jest prawdziwy dla rzedu n. Wykazemy, ze jest woéwczas prawdziwy takze
dla n + 1. Jak Czytelnik zechce sprawdzi¢ (Zad. 4.7(a)), mamy dla z < 0

(1.1)

2,/
(n+1) _Z wn(x) — (1 + 2”'7;) %
f (z) = 72(n+1) €,

wiec
+1 _ wpia(T) 1
fﬂ (x) - $2(n+1) €z,
gdzie wyy1(7) = 2?w! (z) — (1 + 2nx). Z zasady indukcji zupelnej wynika
wiec, ze (1.1) zachodzi dla kazdego z < 0in=0,1,2,.... Zatem

(n)
(n+1) ()
0) = 1 — =0
f_ ( ) :ci%l— x
a poniewaz, jak Czytelnik zechce sprawdzié¢, (Zad. 4.7(b)) prawa strona
powyzej rownosci dazy do zera przy x — 07, wiec f£n+1)(0) istnieje i
(n)

z—0~ xT
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dla n =0,1,2,... Wykazalidmy, ze funkcja f ma pochodne wszystkich rze-
déw dla kazdego x € R, czyli f € C*°(R). Zauwazmy, ze no$nikiem funkeji
[ jest pélprosta R =< 0,00), Czytelnik latwo zauwazy stad, ze funkcja f
nie jest suma zadnego wyrazu szeregu potegowego postaci Y no a,x” (Zad.

4.7 (c)).

(d) Przy dowolnym & > 0 okre$lmy w R™ funkcje 1. nastepujaco

2
Ye(w) = | mme T sy ol<e
0 gdy |z|>e

gdzie dla z = (z1, z2, ..., Trm) € R™ przyjmujemy |z| = (az%+x%+...+x%@)%,
a k jest liczbe dodatnia tak dobrana, by [pm ¥e(z)dx = 1 (przy m = 1,
patrz Rys. 4.1). Czytelnik latwo zauwazy, ze zachodzi réwnosé

vele) = Sy 1)

1
= 1 = ?(x%+x§+...+x§)—1

nalezy do C*°(R™), a funkcja f nalezy do C*°(R). Na podstawie twierdze-
nia o pochodnej odwzorowania zlozonego (II, Cze$é 1, Twierdzenie 1.10),
zastosowanego do pochodnych wyzszych rzedéw, funkcja zlozona ). na-
lezy do C*°(R™), a jej no$nik suppy). = {z € R™ : |z| < €} jest kula
domknietag w R™ o srodku w poczatku ukladu wspotrzednych i o promie-
niu e, wiec jest zbiorem zwartym. Zatem 1. € C5°(R™). Stad wynika (por.
Przyklad 1.1(c)), ze 1. (x) nie jest suma zadnego szeregu potegowego posta-
ci Yoy an(\xﬁ)” Zauwazmy jeszcze, ze zachodzi réwnosé v (z) = v (|z|)
dla kazdego x € R™.

1.2 Rozklad jedynki za pomocga funkcji gtadkich

W dalszym ciagu potrzebny nam bedzie nastepujacy lemat, dotyczacy pod-
zbioréw zwartych zbioru otwartego w przestrzeni metrycznej < X, p >.

Lemat 1.1 Niech U C X bedzie zbiorem otwartym w przestrzeni metrycz-
nej < X,p > 1 niech K bedzie dowolnym niepustym podzbiorem zwartym
zbioru U. Wowczas istnieje taki zbior otwarty i ograniczony V. w X, Zze
K cV cV cU, gdzie V oznacza domkniecie zbioru V.
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Dowéd.

1° Przypusémy, ze U' = X \U = 0, czyli U = X. Niech V = {z €
X ip(z,y) <1 dlapewnego y € K}. Jak Czytelnik tatwo sprawdzi, zbiér
V' jest otwarty i ograniczony, gdyz zbiér K jest ograniczony, jako zwarty
(Zad. 4.9). Ponadto K C V. Zatem zbiér V spelnia warunki tezy Lematu
1.1.

2° Przypusémy, ze U’ = X \ U # 0 i niech d = inf{p(z,y) : z €
K,y € U'} bedzie odleglodcia zbioréw K i U’'. Zauwazmy wpierw, ze d > 0,
bo w przeciwnym przypadku istniatyby ciagi (x,,) i (yn), gdzie x, € K
iy, € U przy n = 1,2,... takie, ze p(zn,yn) — 0 przy n — oo. Na
podstawie zwartosci zbioru K ciag (xy,) zawieralby podciag (x,, ), zbiezny
do pewnego elementu x € K. Poniewaz takze p(zy,,yn,) — 0 przy k — oo,
wiec ciag (yn,) dazylby takze do z. Jednak y,, € U’ i U’ jest zbiorem
domknietym, zatem byloby z € U’. Stad K N U’ # () wbrew temu, ze
K C U. Wykazalidmy, ze d > 0.

Pokryjmy teraz zbiér K rodzina wszystkich kul otwartych o srodkach
w punktach zbioru K i o promieniach %d. Na podstawie twierdzenia Borela
o pokryciu zbioru zwartego (I, Czes¢ 1, Twierdzenie 4.16), pokrycie to za-
wiera skonczone podpokrycie zbioru K. Istnieja wiec kule K1, Ky, ..., K,
o srodkach w punktach zbioru K i o promieniach %d takie, ze K C K; U
KoU...UK,. Oznaczmy V = K1 U Ko U ... U K,., wtedy V jest zbiorem
otwartym takim, ze K C V. Wykazemy nie wprost, ze V C U. Gdyby bylo
przeciwnie, to istniatby punkt x, € V taki, ze x, € U’. Jak Czytelnik latwo
sprawdzi (Zad. 4.10), zachodzi

V=KUKU...UK, = KlUKyU...UK,. (1.2)

wiec z, € K1UK,U. . .UK,. Stad z, € K; przy pewnym j. Niech 7; bedzie
srodkiem kuli K;. Poniewaz x, € U’, wiec d < p(T7, z,) < %d. Otrzymali-
$my sprzeczno$é. Zatem zachodzi zawieranie V C U. [ |

Zajmiemy sie obecnie splotem funkcji 1. z Przykladu 1.1(d) z funkcja
charakterystyczng x, zbioru ograniczonego i otwartego V' w R™, okreslo-
nego wzorem

pe@) = (0@ =[x (Ovela—tat (1.3

dla x € R™ (por. II, Czesé 3, Definicja 9.5). Przy pomocy tej operacji skon-
struujemy gladki odpowiednik funkcji charakterystycznej zbioru zwartego
K, zawartego w V.
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Twierdzenie 1.1 (o regularyzacji funkcji charakterystycznej) Niech
K bedzie zbiorem mniepustym, zwartym, zawartym zbiorze otwartym U C
R™. Wtedy istnieje funkcja gladka ¢ posiadajgca nastepujgce wltasnosci:

19 ¢ € C5°(R™),

2° suppy C U,

3° p(x)=1dlax € K,

4° 0 < p(z) < 1 dla kazdego x € R™.

Dowéd. Zauwazmy wpierw, ze zgodnie z Lematem 1.1 dla kazdej pa-
ry zbioréw K i U w R™, jezeli K jest zwarty i U jest otwarty, to istnieje
zbiér ograniczony i otwarty V taki, ze K ¢ V C V C U. Wykazemy, ze
funkcje ¢ mozna okresli¢ wzorem (1.3) przy dostatecznie matym e. Na pod-
stawie definicji funkcji x,, mamy ¢(z) = ¢.(z) = [, ¥-(x — t)dt. Poniewaz
e € C°(R™) i zbiér V jest ograniczony, wiec rozumujac podobnie jak w
dowodzie o rézniczkowaniu caltki wladciwej zaleznej od parametru (I, Cze$é
2, Twierdzenie 11.7) mozna wywnioskowaé, ze p. € C>°(R™) (Zad. 4.11).

Wykazemy obecnie 2°. Zastosujemy Lemat 1.1 do zbioru V w miejsce
K. Istnieje wiec zbiér ograniczony i otwarty W taki, ze V.C W Cc W C U.
Rozumujac jak w dowodzie Lematu 1.1, gdzie K zastapiono przez V, a U
przez W otrzymujemy, ze d, = inf{|z —y| : 2 € V,y € W'} > 0. Obierzmy
dowolng liczbe ¢ taka, ze 0 < ¢ < d,, wtedy dla kazdego z € W' mamy
p(V,z) =inf{|lz —t|: t e V} >d, > e. Stad, jezelit € V, to |[x — t| > ¢
i w konsekwencji ¢.(z —t) = 0. Zatem ¢.(z) = [, ¢Y(x — t)dt = 0 dla
x € W', wiec supp . C W (W - domkniecie W). Poniewaz W C U, wiec
supp @ C U, co konczy dowdd 2°. Ponadto, supp ¢, jest zbiorem zwartym
jako domkniety podzbiér zbioru zwartego W.

Aby wykazaé¢ 3° zauwazmy, ze poniewaz K C V, wiec przyjmujac dy =
inf{|x —y|: 2 € K,y € V'}, mamy d; > 0. Obierzmy ¢ tak, by 0 < e <d; i
niech z € K oraz t € V'. Wtedy |z —t| > d; > . Skoro wiec t € V' pociaga
|z —t] > e, to |x—t| < e pociaga t € V, czyli warunek ¢-(x —t) > 0 pociaga
t € V. Zatem dla x € K mamy

pe(x) = / Vel — t)dt = / Ve(z —t)dt = | do(u)du=1,
1% R™ R™
na podstawie definicji funkcji .. To dowodzi warunku 3°.
Warunek 4° wynika z nieréwnosci

0< pe(a) = /Vzpa(x—t)dt</me5(x—t)dt — 1. o
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W dalszym ciggu potrzebne nam beda pewne pojecia dotyczace prze-
strzeni metrycznych < X, p > i ich podprzestrzeni oraz pokrycia zbioru, w
przypadku gdy X = R™ oméwione w I, Czesci 11 11, Czesci 1.

Uwaga 1.1 (a) Niech A bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni me-
trycznej < X, p >. Jezeli z, € A, to otoczeniem punktu z, w A nazywamy
kazdy zbior postaci A N U gdzie UcX jest zbiorem otwartym w X, za-
wierajacym z, (II, Czgé¢ 1, Definicja 1.14). Podzbiér U C A nazywamy
otwartym podzbiorem zbzoru A, gdy jest postaci U = AN U gdzie UcX
jest zbiorem otwartym w X (II, Czeé¢ 1, Definicja 1.15). Rodzina R wszyst-
kich podzbioréw otwartych zbioru A spelnia nastepujace warunki:

1 dla dowolnej niepustej podrodziny R, rodziny R zachodzi Ug-r, G €
R,

2° jezeli G1,Go, ..., G, € R, to G1NGaN...NG, € R,
3PeRiAeR (por. I, Czesé 1, Twierdzenie 4.9).

Zbiér A z odleglodcia p stanowi przestrzen metryczna < A, p > - pod-
przestrzen przestrzeni < X, p >, zwana podprzestrzenig metryczng induko-
wang przez p.

(b) Przypomnijmy (I, Czes¢ 1, Definicja 4.10), Ze przestrzenia metrycz-
na < X,p > nazywamy przestrzeniq osrodkowq, gdy istnieje w niej zbidr
Z co najwyzej przeliczalny i gesty w < X, p >. Zbiér Z nazywamy osrod-
kiem przestrzeni < X, p >. Przykladem przestrzeni metrycznej oSrodkowe;j
jest przestrzen m-wymiarowa rzeczywista R™ wektoréw = = (t1,to, ..., tym),
y = (81,52,...,5m), tj,s; € R z odleglodcia p(z,y) = Tty —s5)? (1,
czedé 1, Definicja 4.1). Przypomnijmy, ze zbiér A zwarty w przestrzeni me-
trycznej < X, p > jest domkniety i ograniczony w < X,p > (I, Czeé¢ 1,
Twierdzenie 4.12). W przypadku gdy X = R™, zbior A C R™ jest zwarty w
R™ wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony w R™ (I, Czesé
1, Wniosek 4.2).

(¢) Rodzine P zbioréw otwartych w przestrzeni metrycznej < X, p >
nazywamy pokryciem zbioru A C X, gdy A C Ugep G (1, Czegéé 1, Definicja
4.13). Jezeli < X,p >, jest przestrzenia metryczna osrodkowa i A C X,
A # 0, to kazde pokrycie P zbioru A zawiera podpokrycie co najwyze]
przeliczalne (I, Czes$é 1, Twierdzenie 4.15). Twierdzenie Borela o pokryciu
zbioru zwartego orzeka, ze kazde pokrycie zbioru zwartego A w przestrzeni
metrycznej < X, p > zawiera podpokrycie skonczone zbioru A.

Wszystkie przestrzenie metryczne, ktérymi bedziemy sie zajmowaé beda
lokalnie zwarte. Przypomnimy teraz okreslenie takich przestrzeni.
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Definicja 1.3 Przestrzen metryczna < X, p > nazywamy lokalnie zwartg
jesli dla kazdego punktu x € X istnieje r > 0 takie, Ze kula domknieta

K(z,r) = {y€ X : p(z,y) <r}
jest zbiorem zwartym.

Przyktad 1.2 (a) Kazda przestrzeh metryczna zwarta jest lokalnie zwar-
ta.
(b) Najprostszym przykladem przestrzeni niezwartej, lokalnie zwartej jest
R™ 7z metryka euklidesowa. Lokalna zwarto$¢ wynika natychmiast z faktu,
ze kazda kula domknieta jest zwarta.
(c) Jezeli zbiér otwarty, niepusty U C R™ wyposazymy w metryke p in-
dukowana przez metryke euklidesowa to otrzymamy przestrzen metryczna
lokalnie zwarta. Rzeczywiscie, niech x bedzie dowolnym elementem U. Z
otwartosci zbioru U wynika, ze dla dostatecznie matego r > 0, {y € R™ :
|x —y| <r} C U. Wtedy kula domknieta
., r
K(z,5)={yeU:plz,y) <5} ={y eR": |z —y| <

5 }

N3

jest zbiorem zwartym zawartym w U. Zauwazmy, ze jezeli promien kuli
domknetej jest wickszy od odlegtosci srodka kuli od brzegu zbioru U to
taka kula domknieta nie jest zwarta w U.

Wprowadzimy obecnie dalsze okreslenia, odnoszace sie do pojecia po-
krycia zbioru.

Definicja 1.4 Pokrycie P zbioru F w przestrzeni metrycznej < X,p >
nazywamy lokalnie skoriczonym, gdy kazdy zwarty podzbiér zbioru E ma
punkty wspdlne tylko ze skoniczona liczba zbioréow U € P.

Uwaga 1.2 Mozna pokazaé, ze jezeli przestrzen metryczna jest lokalnie
zwarta to pokrycie P zbioru E w tej przestrzeni jest lokalnie skonczone
wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego punktu x € F istnieje jego otocze-
nie otwarte, ktére przecina tylko skonczenie wiele elemntéw pokrycia P
(Zadanie 4.27).

Okazuje sig, ze gdy przestrzen metryczna jest lokalnie zwarta to dowolne
pokrycie mozna zastapi¢ zawsze lokalnie skonczonym. Mdwiac doktadniej,
zachodzi nastepujacy lemat:
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Lemat 1.2 Niech < X, p > bedzie przestrzenig metryczng osrodkowq i lo-
kalnie zwartg. Niech P = {Uy}aca bedzie dowolnym pokryciem przestrzeni
metrycznej < X, p >. Wowczas

(a) istnieje lokalnie skoriczone, co najwyzej przeliczalne pokrycie Py =
{Zi}ier zbioru X zbiorami Z; takie, Ze kazdy ze zbioréw Z; jest zwarty i
zawarty w pewnym zbiorze Uy € P,

(b) istnieje lokalnie skoniczone, co najwyzej przeliczalne pokrycie Py =
{G}ier zbioru U, takie, ze G; C Z; dla kazdego i € 1.

Dowdéd(*). (a) Kazdemu punktowi = € U przyporzadkowujemy kule o
srodku w z i o promieniu tak matym, by jej domkniecie byto zbiorem zwar-
tym i lezalo w zbiorze U, przy pewnym o« € A. Taka kula istnieje na mocy
lokalnej zwartosci przestrzeni < X, p >. Rodzina tych kul tworzy pokrycie
zbioru X. Przestrzen metryczna < X, p > jest oérodkowa, wiec wyzej okre-
Slone pokrycie zbioru X kulami zawiera podpokrycie przeliczalne (I, Czesé
1, Twierdzenie 4.15), ktére oznaczymy {V;}72,. Wprost z okreslenia kul V;
wynika, ze V; C U, dla pewnego a € A. Przy pomocy zbioréw V; okre-
slimy obecnie indukcyjnie ciag zbioréw zwartych (W,,) oraz rosnacy ciag
wskaznikéw (jp,). Oznaczajac przez V; domkniecie kuli V;, przyjmujemy:

=1 W=V,
Jezeli W1 # X to przyjmiemy

J2

J2 = najmniejsza liczba naturalna wicksza od j; i taka, ze W7 C U Vi,
i=1
J2
Wy =JV;
i=1

Zauwazmy, ze taka liczba jy istnieje, bo zbiér Wi jest zwarty i {V;}52, jest
jego pokryciem (bo jest pokryciem X i W; C X), a zatem pokrycie {V;}2,
zawiera, na podstawie twierdzenia Borela (I, Cze$¢ 1, Twierdzenie 4.16),
podpokrycie skonczone zbioru Wy. Zwarty jest réwniez zbiér Wy jako suma
skonczonej ilosci zbioréw zwartych.

Przypus¢my obecnie, ze zbiér W, 1 i wskaznik jn, 1 sa juz zdefiniowane
tak, ze j1 < jo < ... < Jm_q oraz W; = U;"Zlvj. Jezeli Wp,—1 # X to
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okredlamy wskaznik j,, i zbior W, nastepujaco:

Jm = najmniejsza liczba naturalna wieksza od j,,_1 i taka, ze
Jm—1
Wm,1 C U ‘/;7

=1
jm J—
Wi = (JVi.
=1

Istnienie wskaznika j,, o tej wlasnosci wykazuje sie podobnie jak wyzej
istnienie jo. Postepujac indukcyjnie otrzymujemy skonczony, jesli Wy = X
dla pewnego k, lub nieskonczony ciag zbioréw. Kazdy zbiér W, jest zwarty
i lezy we wnetrzu zbioru Wy, 1 oraz kazdy zbidor zwarty w X jest zawarty
w pewnym zbiorze W,.

Obecnie okreslimy pokrycie lokalnie skoficzone Py = {Z;};. Niech W} =
X\ Wj, j=1,2,.... Oznaczmy

s _ Vi gdy i < j2,
' VinWw/! 1 gdy jm < i< jmy1, gdziem > 1.

Zbiory Z; sa otwarte a ich domkniecia Z; sg zwarte jako domkniete pozbiory
zbioréw zwartych V;. Wykazemy indukcyjnie, ze

j'rn jTVL
Uz = JVi dlam=1,2, .. (1.4)
=1 =1

Dla m =11im = 2 jest to prawdziwe na podstawie definicji Z; przy i < ja.
Przypus$émy, ze réwnosé (1.4) jest prawdziwa dla j,, i oznaczmy

Jm Jm
A=z = JV.
=1 =1

Na podstawie definicji wskaznika j,, mamy W,,_1 C A, wiec dla j,, < i <
Jms1 mamy

ZiUA = (V;UAN(W) _JUA) = (VVUA)NA = V;UA,

a stad
Jm+1 Jm—+1 Jm+1 Jm+1
Uz = 4u J z= U @u4d = |J (vu4) =
=1 i=jm+1 i=Jm+1 1=Jm+1
Jm+1 Jm+1

= Au | vi= U W
=1

i=jm+1
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Na podstawie zasady indukcji matematycznej, rownosé (1.4) jest prawdziwa
dlam=0,1,2,... '

Poniewaz {V;} jest pokryciem zbioru X, wiec {UJ"7" V;} jest tez pokry-
ciem X, a stad {Z;} jest takze pokryciem X. Co wiecej, poniewaz Z; C V;
oraz V; C Ua dla pwnego o € A, wiec Z; C Ua.

Aby dokonczyé dowdd czesci (a) Lematu 1.2 wystarczy wykazaé, ze
pokrycie P; jest lokalnie skonczone, czyli ze dla kazdego zbioru zwartego
A C X, zbiér A ma punkty wspdlne tylko ze skonczong liczbg zbioréw Z;.
Jak widzieliSmy wyzej, kazdy zbiér zwarty A C X jest zawarty w pewnym
zbiorze Wy, a poniewaz Wi C Wy C ... wiec istnieje taki wskaznik m, ze
A C Wy dla wszystkich k > m. Stad dla k > m mamy, przy jr+1 < ¢ < Jit2,

ANz = AN(Vin W) = Vin(AnWy) = Vind = 0.

Wykazaliémy, ze A ma punkty wspdlne tylko ze skonczona liczbg zbioréw
Z;, co konczy dowdd czesei (a) Lematu 1.2.

(b) Wpiszemy obecnie w pokrycie Py = {Z;}iei zbioru X, pokrycie
Py = {G;}ics zbioru X takie, ze domknigcie G; zbioru otwartego G; spelnia
warunek G; C Z; dla kazdego i € I. Oczywiécie pokrycie Po zbioru X bedzie
wtedy rowniez lokalnie skoniczone i kazdy z elementéw tego pokrycia bedzie
zawieral sie¢ w pewnym elemencie pokrycia P.

Pokrycie Py okreslimy indukcyjnie. Zatozymy wpierw, ze pokrycie Py
jest nieskoficzone. W pierwszym kroku pokazemy, ze istnieje taki zbidr
otwarty G1, iz ciag zbioréw G, Zo, Zs, ... jest pokryciem zbioru X oraz
G4 C Zy. Oznaczmy

A =20\ %
j=2

i niech Z; oznacza domkniecie zbioru Z;. Ale Py = {Z;} jest pokryciem
zbioru X, czyli X = U, Z; = Z1 UUX, Z;. Zatem Zy C Z; U UjZ2 Zj,
czyli Z1\ Z1 C U2y Z;. Stad (Z1\ Z1) \ U2 Z; = 0, a zatem

72Uz = (@ zmuz\ Uz =
Jj=2 j=2

= [(71\21)\GZJ']U(21\GZJ‘) = ZI\DZ]' = A.
7j=2

j=2 7j=2

Poniewaz zbiér Z; jest domkniety, a zbiér UJ"-‘;Q Zj jest otwarty, wiec z
powyzszych réwnosci wynika, ze zbidr A; jest domkniety. Co wiecej, ma-
my Ay C Z; C Z; oraz Z; jest zbiorem zwartym. Zatem zbiér A; jako
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domkniety podzbiér zbioru zwartego jest zwarty, a ponadto Ay C 71, 73
jest otwarty. Na podstawie Lematu 1.1 wnioskujemy, ze istnieje taki zbior
otwarty G1, ze Ay C G1 C G1 C Zy. Z okredlenia zbioru A; i z tego, ze
P1 = {Z;} jest pokryciem zbioru X wnioskujemy, ze { A1, Zo, Z3, ...} jest tez
pokryciem zbioru X, a poniewaz Ay C Gi, wiec {G1, Za, Z3, ...} jest ré6w-
niez pokryciem X. Przypu$émy teraz, ze zbiory otwarte G; sa juz okreélone
dla i < k (gdzie k > 1) w taki sposéb, ze {G1,Ga, ..., Gk—1, Zk, Zk+1, .-}
jest pokryciem zbioru X oraz G; C Z; dlai =1,2,...,k — 1. Oznaczmy

B, = UGZ‘UUZJ‘

i<k i>k

Ay = Zp\DBy,

wtedy mamy Ap C Zj. Ponadto z zalozenia, ze
{G1,Ga, ..., Gr_1, Zk, Zii1, -}
jest pokryciem zbioru X wynika, ze Z, \ Z, C By, bo Z C X. Stad
Zy\ Br = [(Zk\ Zk) \ Bx] U (Zk\ By) = Zy\ By = Ay,

a poniewaz zbiér By jest otwarty, wigc zbidr Ay jest domkniety. Ponadto
7). jest zwarty, wiec z zawierania Ay, C Zj, wnosimy, ze Aj, jest zwarty. Na
podstawie Lematu 1.1 wnosimy, ze istnieje taki zbiér otwarty G, ze Ay C
Gy C Gy, C Z;,. Co wiccej, z zatozenia indukcyjnego i z zawierania A, C G,
oraz z definicji zbioru Ay wynika, ze zbiory Gi,Ga, ..., Gk, Zkt1, Zk+2, ---
stanowia pokrycie zbioru X.

Jezeli pokrycie P; jest skonczone, to musimy zmodyfikowaé ostatni krok
konstrukeji. Niech Py = {Z1, Za, ..., Zy} i niech zbiory Gy, ..., Gp—1 beda
skonstruowane tak jak wyzej. Rodzina G1,Go, ..., Gm—1, Zm jest pokryciem
zbioru X, wiec zbior

m—1
An =X\ |J Gx CZn CZn
k=1

jest zwarty. Na podstawie Lematu 1.1 wnosimy, ze istnieje taki zbiér otwar-
ty G, 72e Ay, C Gy C Gy C Zp.

Wykazemy, ze rodzina Ps = {G;}icr stanowi pokrycie zbioru X. W
przypadku pokry¢ skonczonych wynika to wprost z definicji ostatniego ele-
mentu pokrycia. Dla pokry¢ nieskoniczonych przeprowadzimy rozumowanie
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nie wprost. Przypusémy, ze nie jest to prawda. Wtedy istnieje taki punkt
xe X, zex ¢ G;dlai=1,2,... Poniewaz G1,Ga, ..., Gk_1, Z, Zki1, ... jest
przy kazdym k pokryciem zbioru X, wigc z € U;5 Z; dla k= 1,2, ... Stad
x nalezy do nieskonczenie wielu sposrod zbioréw Z1, Zs, ... Jednak pokrycie
{Z;} jest lokalnie skoficzone, wiec kazdy zwarty podzbiér A zbioru X prze-
cina tylko nieskoniczong liczbe zbioréow Z;. Biorac jako A jednoelementowy
zbiér {z}, otrzymujemy sprzecznosé. Zatem Py = {G;}icr jest pokryciem
zbioru X i G; C Z; dlai = 1,2,... Wykazaliémy wiec cze$é (b) Lematu 1.2.

|
Za pomoca Lematu 1.2 i Twierdzenia 1.1 wykazemy obecnie nastepujace
twierdzenie o fundamentalnym znaczeniu.

Twierdzenie 1.2 (o rozkladzie jedynki) Niech U C R™ bedzie niepu-
stym zbiorem otwartym i niech P = {Uq}aca bedzie pokryciem U zbiorami
otwartymi U,. Wéwczas istniejq

(a) skoticzone lub przeliczalne, lokalnie skoriczone pokrycia Py = {Z;}ier
zbioru U takie, ze kazdy ze zbioréw Z; jest zwarty i zawarty w pewnym
elemencie pokrycia P,

(b) skoriczona lub przeliczalna rodzina funkcji p; € C*°(U) taka, Ze

1° ¢; € C2(U),
2% suppy; C Z; C U, dla pewnego o € A,
3% pi(x) 200X, pi(z)=1dlaxeU,

4° kazdy zbior zwarty zawarty w U przecina tylko skonczong liczbe no-
Snikow funkcji @;.

Dowéd. Rozpatrzymy lokalnie zwarta przestrzen metryczng X = U
z metryka p indukowana przez metryke euklidesowa. Rodzina P = {UNn
Ua}acAa jest wéwcezas pokryciem przestrzeni metrycznej < U, p > zbiorami
otwartymi Na podstawie Lematu 1.2 istnieja lokalnie skoniczone, co najwy-
zej przeliczalne pokrycia zbioru U Py = {Z; }ier oraz Py = {G;}icr takie,
ze G; C Z; i Z; jest zbiorem zwartym w U dla kazdego i € I. Zbiér U
jest otwarty w R™ wigc zbiory Z; i G; otwarte w U sa réwniez otwarte w
R™. Zatem pokrycia P; i Pa sa pokryciami zbioru U w R™ i ich elementy
zawieraja sie w elementach pokrycia P. Ponadto zbiory Z; i G; sa zwarte
w R™ gdyz sg zwarte w U.

Zastosujemy Twierdzenie 1.1, biorac w nim Z; w miejsce U oraz G;
w miejsce K. Istnieja wiec funkcje ¢; € C°(R™) takie, ze supp @; C Z;,
p(x) = 1dlax € G; oraz 0 < ¢;(z) < 1 dla kazdego x € R™. Poniewaz
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zbiory Z; sa zwarte, wiec ich domkniete podzbiory supp @; sa zwarte, a
zatem @; € C5°(R™). Oznaczmy

zfi@@)dm z € R™. (1.5)

Zauwazmy, ze suma po prawej stronie réwnosci (1.5) jest zawsze skoniczona.
Aby to wykazaé, rozpatrzmy dowolny zbiér niepusty i zwarty K C U.
Poniewaz pokrycie P; = {Z;}; jest lokalnie skonczone, wiec K przecina
tylko skoficzong liczbe zbioréow Z;, a zatem istnieje taki wskaznik r, ze K N
Z; =0 dlai > r. Z warunku supp ¢; C Z; wynika wiec, ze Y 52, @i(x) =0
dla wszystkich x € K, czyli

= Z@l(az) dla z € K.

Biorac K = {x} stwierdzamy, ze szereg w réwnosci (1.5) jest skonczony dla
kazdego x € U. Gdy z ¢ U, wtedy = € Z, = R™\ Z; dla kazdego i wiec
z warunku supp @; C Z; wynika, ze ¢(x) = 0. Wykazalidmy, ze suma w
réwnosci (1.5) jest zawsze skonczona.

Obierzmy dowolny punkt z, € U. Poniewaz U jest otwarty wiec istnieje
taka kula domknieta K o $§rodku w punkcie z,, ze K C U. Zatem ¢(x) =
Yorq @i(x) dla z € K, gdzie wskaznik r nie zalezy od x. Poniewaz ¢; €
C>®(R™) i suppp; C Z; C U wiec ¢ jest nieskonczenie rézniczkowalna
funkcja w otoczeniu punktu z,, jako skonczona suma funkcji nieskoficzenie
rézniczkowalnych w otoczeniu punktu z,. Ponadto noénik funkcji ¢ jest
zawarty w U gdyz ¢ jest suma funkcji o noénikach w U. Stad ¢ € C*°(R™).

Wezmy dowolne z € U, wtedy = € G; przy pewnym i, wiec @;(z) = 1
przy pewnym . Stad @¢(z) > 1 dla x € U. Oznaczmy

wi(x) = (ZZ(( )) dla zeU.

Mamy ¢; € C®(U), 0 < @i(z) < 1dlax € U oraz suppy; C Z; C Z; CU
dlai=1,2,... Ponadto mamy

o0

> ilx) Zéf 1 da zeU

Poniewaz kazdy ze zbioréw Z; jest zwarty i zawarty w pewnym zbiorze U,
oraz supp; C Z;, wiec nosnik kazdej z funkcji jest zwarty i zawarty w
pewnym zbiorze U,.
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Wykazalismy punkty 1°-3°. Obecnie wykazemy punkt 4°. Kazdy zbiér
zwarty K C U przecina tylko skoniczong liczbe zbioréw Z;, czyli istnieje taki
wskaznik r zalezny tylko od K, ze KNZ; = § dlai > r; zatem K C U]_; Z;.
Niech wskazniki jq, jo, ..., jr beda tak dobrane, ze 1 € N;,2 € Nj,,...,r €
Nj, iniech j > max(ji, jo, ..., jr). Wykazemy nie wprost, ze KNsupp ¢; = 0.
Przypusémy, ze istnieje punkt x, € U taki, ze z, € Uj—; Z; oraz p;(z,) # 0,
czyli Y (z,) # 0 przy pewnym K € N;. Poniewaz supp¢x C Zg, wiec
x, € Zi przy pewnym K € Nj. Poniewaz j > max(ji, j2, ..., jr), wiec stad
na podstawie okreslenia zbioru N; mamy Zx NU;, =0 dla s =1,2,...,r.
Zatem z, ¢ U;, dla s = 1,2,...,r. Jednak z drugiej strony, z, € Uj—; Z;
przy pewnym ¢ takim, ze 1 < 4 < r. Poniewaz 1 € Nj,, wiec Z; C Uj,, a
stad z, € Uj, przy pewnym ¢, spetniajagcym nieréwnosci 1 <4 < r. Jest to
sprzeczne z poprzednim. Zatem K Nsupp p; = 0 dla j > max(j1, jo, ..., jr),
co dowodzi punktu 4° tezy. |

Uwaga 1.3 Ciag funkcji 1, @9, ..., spelniajacych warunki Twierdzenia 1.2,
nazywamy rozkladem jedynki lub rozktadem jednosci.

1.3 Pole wektorowe na zbiorze otwartym w R"™

Jezeli w przestrzeni C*°(U), gdzie U jest niepustym, otwartym podzbio-
rem przestrzeni R™, wprowadzimy w zwykly sposéb dzialania dodawania
funkeji i mnozenia funkcji przez liczbe wzorami (¢ + ¥)(x) = ¢(x) + ¥ (x)
i (cp)(z) = c(p(x)) dla x € U, gdzie p,9p € C®(U), ¢ € R, to Czytelnik
latwo sprawdzi (Zad. 4.18(a)), ze C*°(U) jest przestrzenia wektorowa (li-
niowa), a C°(U) jest jej podprzestrzenia (por. I, Czesé 1, Rozdzial IV, §
5). Co wigcej, jezeli mnozenie funkcji okreslié wzorem (¢v)(x) = p(z)y(x)
dla z € U, p,¢p € C®(U), to takze pp € C®°(U); jezeli p,¢p € C°(U),
to oy € C°(U) (Zad. 4.18(b)). Obydwie przestrzenie, C*(U) i C5°(U)
sg szczegblnymi przypadkami pierscienia oraz algebry. Ogolnie, zbiér X z
dwoma dziataniami + i - nazywamy pierscieniem, gdy jest grupa abe-
lowa ze wzgledu na dziatanie + oraz gdy dla dzialania - zachodzi prawo
tacznosci (zy)z = z(zy) oraz prawa rozdzielnosci mnozenia z dodawaniem
x(y+2) =zy+xzi(y+2)r =yx+zx dlax,y,z € X. Gdy nadto dzialanie
- jest przemienne, tj. zy = yx dla x,y € X, to méwimy, ze X jest pierscie-
niem przemiennym. Jezeli zbior X jest réwnoczesnie przestrzenia wektoro-
wa 1 pierScieniem, przy czym zachodzi réwnosé c(zy) = (cx)y = z(cy) dla
kazdych z,y € X i ¢ € K, gdzie K jest cialem skalaréw, to X nazywamy
algebrg. Jezeli X jest przy tym pierscieniem przemiennym, to X nazywamy
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algebrg przemienng . W dalszym ciagu algebre bedziemy oznaczali symbo-
lem A a pierscien symbolem P. Jak widaé, wspomniane wyzej przestrzenie
wektorowe C°(U) i C5°(U) sa algebrami przemiennymi (Zad. 4.18(c)). Za-
uwazmy, ze algebry C*°(U) i C$°(U) nie sa ciatami, bo dzialanie mnozenia
nie jest w ogélnym przypadku odwracalne.

Przyktad 1.3 Niech U i V beda niepustymi zbiorami otwartymi w R™
takimi, ze V' C U, przy czym U \ V # (. Zbiory U i V generuja prze-
strzenie C°(U) 1 C*°(V). Niech f € C*(U) i niech f|y bedzie zawe-
zeniem funkcji f do zbioru V, tj. fly(y) = f(y) dla kazdego y € V.
Jest widoczne, ze f|y € C°(V). Zatem odwzorowanie Py, okreslone réw-
noscia Py f = f|yjest przeksztalceniem przestrzeni C°°(U) w przestrzen
C*(V). Mozna postawi¢ pytanie w przeciwnym kierunku: czy kazda funk-
cje g € C*°(V) mozna przedtuzyé do takiej funkeji f € C°(U), ze zachodzi
f(y) = g(y) dla kazdego y € V. Odpowied? jest negatywna, jak zobaczymy
na przyktadzie. Niech U bedzie kula otwartg w R™ o srodku w punkcie
0=(0,0,...,0) i o promieniu r > 0 oraz niech V' bedzie kula otwartag w R™
o $rodku w punkcie 0 = (0,0,...,0) i o promieniu r — ¢, gdzie 0 < & < r.
Rozpatrzmy funkcje
g@) = (r—e— o),

gdzie ¥ = (21,22, ..., '), |2|? = 23 +23+...4+22,. Jest widoczne (Zad. 4.23),
ze dla kazdego x € V funkcja g ma ciagle pochodne wszystkich rzedow, wiec
g € C®(V), ale g nie jest ograniczona w V. Gdyby ¢ miala rozszerzenie
f € C=(U), to rozszerzenie to byloby nieograniczone w domknieciu V kuli
V. Z drugiej strony f bylaby funkcja ciggla w V, whrew temu, ze funkcja
ciagla f w zbiorze zwartym V jest ograniczona w V.

Zobaczymy obecnie, ze w kazdej algebrze przemiennej mozna wprowa-
dzi¢ pojecie rézniczkowania.

Definicja 1.5 Niech A bedzie algebra przemienng nad cialem K, gdzie
K =R lub K = C. Rézniczkowaniem algebry A nazywamy kazdy operator
liniowy (II, Cze$é 1, Definicja 1.23) D : A — A spekliajacy warunek

D(f-g) = fD(g9)+gD(f) dla f,g€ A

Twierdzenie 1.3 (o rézniczkowaniu algebry) Niech A bedzie algebrg
przemienng. Wowczas rodzina I wszystkich rézniczkowarn algebry A stanowi
przestrzen wektorowq przy dzialaniach (D1 + D2)(f) = Di(f) + Da(f),
(¢D1)(f) =¢Dy(f) dla f € A, c€K, D;,Dy €T.
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Dowéd. (a) Niech D; i Dy beda rézniczkowaniami algebry A i niech ¢ € K.
Niech ponadto f,g € A. Wowczas

(D1+ D2)(fg) = Di(fg)+ Da(fg) =
= (fDi(9) +9gD1(f)) + (fD2(9) + gD2(f)) =
= [(Di(9) + D2(9)) + g9(Di(f) + Da(f)) =
= f(D1+D2)(g9) + g(D1+ D2)(f),

wiec D1 + Ds jest rézniczkowaniem algebry A, oraz

(cD1)(fg) = cDi(fg) = c(fDi(g) +9D1(f)) = f(eDi(g)) + g(cD1)(f),

co konczy dowdd czesci (a).

Przyktad 1.4 (a) Z regul rézniczkowania funkcji wynika, ze operator r6z-
niczkowania 6%1_, gdzie i = 1,2,..,m przyporzadkowujacy funkcji ¢ € C*(U)
jej pochodna g—;’;, jest rézniczkowaniem algebry C*°(U), a z twierdzenia
Schwarza o pochodnych mieszanych (II, Czeé¢ 1, Twierdzenie 8.20) wno-
simy, ze nawias Liego [6%1_,%] jest réwny tozsamosciowo 0 dla i,j =
1,2,...,m

(b) Pochodna kierunkowa g—f funkcji ¢ w kierunku a = (a1, ag, ..., an)
(I, Czesé 1, Definicja 1.7) jest rézniczkowaniem C*°(U), bo mamy (por.
II, Czgs¢ 1, Twierdzenie 1.16) dla ¢, € C*(U) i kazdego = € U réwnodci

)a Za](f (P0)(a) = 3 aslo(e) 5 (0) + i) o () =
j=1 Zj J
)Y 01y, )+ Zaaa% = (@) 9@ + Yl 3 (o).

Definicja 1.6 Niech U bedzie niepustym zbiorem otwartym w R"™. Wéow-
czas rézniczkowanie algebry C'°°(U) nazywamy polem wektorowym na zbio-
rze U.

Zbior wszystkich pdél wektorowych nad U oznaczaé¢ bedziemy I'(U). W
zbiorze I'(U) wprowadzimy dzialania dodawania jego elementéw oraz mno-
Zenia jego elementu przez funkcje g € C°°(U) w sposob nastepujacy: jezeli
X,Yel'(U)ige C>®{U), to

X+Y)(f) = X(N)+Y(), (1.6)
(g-X)(f) = g-X(f). L7
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Jest widoczne, ze I'(U) jest woéwezas grupa abelowa ze wzgledu na dziatanie
+. Nie mozna jednak rozpatrywaé¢ I'(U) jako przestrzeni wektorowej nad
cialem K = C*®(U), gdyz jak widzieliémy, C°°(U) nie jest cialem. Mozna
jednak skorzystaé z pojecia ogdlniejszego niz przestrzen wektorowa, mia-
nowicie z pojecia modutu, ktére otrzymuje sie, zastepujac ciato skalaréw
K pierscieniem skalaréw P. Niech P bedzie pierécieniem i niech w zbiorze
niepustym X okreslone beda dwa dziatania: + : & x X — &, wzgledem
ktorego X jest grupa abelowg oraz - : P x X — X, gdzie zachodza warunki:
a(x+y) = ax+ay, (a+b)x = ax+bx, a(bx) = (ab)zr dlaz,y € Xia,beP.
Woéwcezas X z tymi dzialaniami nazywa sie modulem. Jezeli P jest pierscie-
niem z jednoscig 1, oraz 1-x = z, to X nazywa sie modulem z jednosciq.

Twierdzenie 1.4 (o module pdl wektorowych na zbiorze U) NiechU
bedzie zbiorem niepustym i otwartym w R™ i niech w zbiorze I'(U) pdl
wektorowych nad U okreslone bedg dzialania dodawania i mnozenia przez
funkcje z C*°(U) réwnodciami (1.6),(1.7). Wtedy

(a) jezeli f = const € C*(U), to X(f) =0 dla kazdego X € I'(U),

(b) T(U) jest modulem z jednoscig nad pierscieniem C*°(U).

Dowdd. (a) Jezeli f(x) =1 dla kazdego x € U, to f - f = f. Zatem dla
kazdego rézniczkowania X algebry C°°(U) mamy

X(f) = X(f- ) = [X(N)+FX(f) = 2fX(f) = 2X()),

a stad X(f) = 0. Jezeli f(x) = ¢ = const, to z liniowosci operatora X
wnosimy, ze X(f) = X(c-1) =cX(1) =c-0=0.

(b) Z Twierdzenia 1.3(a) wynika, ze jezeli X,Y € I'(U), to X + Y €
I'(U). Co wigcej, jezeli g € C®°(U) i X € I'(U), to dla kazdych ¢, €
C°(U) zachodzi

(9X)(0y) = g- X(p¥) = g(eX(¥) + X (9)) = 0(gX)(W) + 1 (9X) (),

wigc gX € C™. Sprawdzenie, ze spelnione sa aksjomaty modutu pozosta-
wiamy Czytelnikowi (Zad. 4.20). [

Uwaga 1.4 Rodzina p6l wektorowych T'(U) jest przestrzenia wektorowa
nad cialem R jesli dodawanie poél jest zdefiniowane wzorem (1.6) a mnozenie
pola wektorowego przez liczbe rzeczywista jest okreélone analogicznie do
(1.7). W naszych dalszych rozwazaniach struktura modutu nad pierscieniem
C°(U) bedzie znacznie istotniejsza niz struktura wspomnianej przestrzeni
wektorowej nad R.
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W dalszym ciagu zobaczymy, ze warto$¢ pola wektorowego X (f) w punk-
cie x € U zalezy tylko od wartosci funkcji f w dowolnie malym otoczeniu
punktu z, a nie zalezy od wartosci funkcji f w calym zbiorze U. Takie twier-
dzenia nazywa sie twierdzeniami o lokalizacji. SpotkaliSmy sie z nimi np. w
teorii szeregéw Fouriera, wykazujac twierdzenie Riemanna o lokalizacji (I,
Czesé 2, Twierdzenia 12.9 1 12.97).

Twierdzenie 1.5 (o lokalizacji dla pola wektorowego w R™) Niech U
1V bedqg niepustyme zbiorami otwartymi w R™ takimi, ze V C U. Wowczas
(a) jezeli g € C°(U) i g(x) = 0 dla kazdego x € V, to dla kazdego
X € T(U) zachodzi (X (g))(x) =0 przy kazdym x € V,
(b) jezeli f,g € C*(U) sq takie, Ze f(y) = g(y) dla kazdego y € V oraz
z €V, to dla kazdego X € T(U) zachodzi réwnosé (X (f))(z) = (X(9))(x).

Dowéd. (a) Poniewaz x € V i zbiér V jest otwarty, wiec istnieje taka
liczba & > 0, ze kula domknieta K. o $érodku w punkcie i o promieniu
€ zawiera sie¢ w V. Zastosujemy Twierdzenie 1.1 dla zbioru otwartego V'
i zawartego w nim zbioru zwartego K.. Zgodnie z teza tego twierdzeniem
istnieje funkcja p € C°(R™) taka, ze p(y) = 1 dlay € K. oraz suppp C V.
Niech f(y) =1—¢(y), y € R™. Wéwczas f € C*(R™), f(y) =1dlay ¢ V
oraz f(y) =0dlay € K., a w szczegdlnosci f(z) = 0. Rozpatrzmy funkcje
fg. Oczywiscie zachodzi (fg)(y) = f(y)g(y) = g(y) gdy y ¢ V. Natomiast

gdy y € V, to g(y) = 0, wiee (fg)(y) = f(¥)9(y) = f(y) - 0 = g(y). Zatem
(f9)(y) = g(y) dla kazdego y € R™. Poniewaz X jest rézniczkowaniem

C>(U), wiec mamy dla z € V

(X(9)(x) = (X(f9))(=) = f(2)(X(9)(x) + g(x)(X(f)(x) =
g(x)(X(f)) (@),

bo f(z) =0. Ale g(y) = 0dlay € V, wiec w szczegélnosci g(x) = 0. Zatem
(X(g)) =0, co koniczy dowdd czesci (a).

(b) Przypusémy, ze x € V oraz f,g € C®(U) sa takie, ze f(y) = g(y) dla
kazdego y € V. Oznaczmy h(y) = f(y)—g(y) dlay € U. Wtedy h € C*(U)
oraz h(y) =0 dlay € V. Z czesci (a) twierdzenia wnosimy, ze dla kazdego
X € T(U) zachodzi (X (h))(y) =0 dlay € V, czyli (X(f))(y) = (X(9))(y)
dla y € V. W szczegdlnosci zachodzi (X (f))(z) = (X (g))(x). [

Przyktad 1.5 (a). Niech U bedzie niepustym i otwartym zbiorem w R™ i
niech g1, g2, ..., gm € C°(U). Rozpatrzmy operator

m
D =) g,
im1
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okreslony dla f € C*°(U) wzorem

D(f)(z) = Y gi(x)0;f(x),
i1
gdzie

15)
Oif(z) = ai

Poniewaz 0; € I'(U) (Przyktad 1.4(a)), wiec na podstawie Twierdzenia
1.4(b) takze ¢;0; € T'(U). Stad, na podstawie Twierdzenia 1.3(a), takze
D = ZZ’L gi0; € F(U)

(b) Gradientem funkcji p € C°°(U) w punkcie x € U nazywamy wektor
(grad ¢)(z) = (%(w),g—;’;(a:),...,%(x)) (por. II, Czes¢ 1, Twierdzenie
1.12). Korzystajac z poprzedniego przykladu mozemy okresli¢ rézniczko-
wanie algebry C*°(U) zwiazane z (grad ¢) wzorem

Vo(f)(z) = (@)0i f ().

o O

(z) dla i=1,2,...,m.

(c¢) Rézniczka df (x, h) jest, przy ustalonym przyroscie h, rézniczkowa-
niem algebry C*°(U).

Pokazemy obecnie, ze wszystkie pola wektorowe X € I'(U) sa postaci,
danej w Przyktadzie 1.5(a) i co wiecej, pola wektorowe 9y, s, ..., Op, tworza
baze modutu I'(U). Modul posiadajacy baze nazywamy modulem wolnym.

Twierdzenie 1.6 (o reprezentacji pol wektorowych) Niech U bedzie
niepustym i otwartym zbiorem w R™. Wéwczas pola wektorowe 91, o, ..., Op,
tworzq baze modulu T'(U), tj.
(a) dla kazdego X € T'(U) istniejg funkcje g1, 92, ..., gm € C°(U) takie,
ze
m
X(a) = Y gi(x)0if () (1.8)
i=1
dla kazdej funkcji f € C°(U) i dla kazdego x € U,
(b) przedstawienie (1.8) pola wektorowego X jest jednoznaczne

Uwaga 1.5 Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie usprawiedliwia nazywanie
rézniczkowan algebry C°°(U) polami wektorowymi. Z punktu (a) wynika
bowiem, ze dziatanie rézniczkowania X na funkcje f w punkcie x polega na
przyporzadkowaniu tej funkcji jej pochodnej kierunkowej liczonej w punkcie
xz w kierunku wektora (g1(z), g2(z), ..., gm(z)). Zatem rodzina wektoréw
(91(%), 92(2), ..., gm (%)) .o, Jednoznacznie okresla rézniczkowanie X.
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Dowéd. (a) Niech X € I'(U) i € U. Poniewaz zbior U jest otwarty, wiec
istnieje kula K(x,r) o $srodku w punkcie z i o promieniu r > 0 taka, ze
K(z,r) C U. Niech y € K(z,r) oraz niech f € C*(U), wtedy funkcja
g(t) = f(z + t(y — x)) jest okreSlona dla wszystkich ¢ €< 0,1 > i g €
C*(< 0,1 >), a ponadto ¢g(0) = f(x) i g(1) = f(y). Zatem na podstawie
zasadniczego wzoru rachunku catkowego (I, Czeéé 2, Twierdzenie 10.1 6°)
zachodzi réwnos¢

1 dg

[ S

Przyjmujac u(t) = x + t(y — x) dla t €< 0,1 > mamy, na podstawie wzoru
na pochodng funkcji ztozonej (II, Cze$¢ 1, Uwaga 1.1) réwnosé

40 = (fou(®) = ij (
=1

Z

1

y— ) S0 =

—x))(yi — i),

gdzie © = (21,22, ...,Tm) oraz y = (y1,Y2,-..,Ym) (por. tez II, Czesé¢ 1,
dowéd Twierdzenia 1.15). Oznaczmy

18]('

(z+ty—az))dt,  yeK(,r).

Poniewaz f € C*(U), wiec stosujac twierdzenie o ciaglosci catki wlasciwe]
zaleznej od parametru (I, Cze$¢ 2, Twierdzenie 11.6) w przypadku funkeji
wielu zmiennych (por. Zad. 4.22) stwierdzimy, ze h; € C°(K(z,r)) dla
i=1,2,...,m, oraz h;i(z) = a%(:z:), przy czym

m

f) = 5@+ [ Dot = @)+ > - wly), v € Kler)

i=1
Niech ¢ € C°(R™) bedzie funkcja gtadka o zwartym nosniku taka, ze
suppty C K(z,7)i¢(y) =1 jedli y € K(x,5). W dalszych rozwazaniach
bedziemy potrzebowali réwniez funkcje p;(y) = vi, vy = (y1,---,Yym) € U,
1=1,...,m. Przyjmiemy

7o JYhi(y)  jesli y € K(z,r),
0 jesli y ¢ K(z,7).
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oraz

m

Fy) = F@)+ ) (pily) — z)hi(y), (1.9)

i=1

przy staltym x. Z okreslenia funkcji h; i 1) wynika, ze funkcje hi sa gladkie
oraz, ze hi(y) = hi(y), dla y € K(z, 5),i=1,...,m. Gladka jest réwniez
funkcja f oraz f(y) = f(y), dlay € K (x, 5). Z réwnosci (1.9)wynika zatem,
ze dla kazdego X € I'(U) mamy

m

X(f) = X(f(@) + X (D_(pi — zi)hi) -

i=1

Jednak f(z) jest funkcja stala, wiec na podstawie Twierdzenia 1.4(a) mamy
(X(f))(f(z)) = 0. Zatem

m

X(f) = X(D_(pi — wi)hi).

=1

Korzystajac z tego, ze operator X jest liniowy oraz ze jest rézniczkowaniem
algebry C°°(U) otrzymujemy, ze

X(f) = ZX((SOZ - xz)};) - Z [(‘Pz - xz)X(Ez) + }NLZX“OZ - 'rz)] —
i=1 i=1
i [(pi — 2) X (hq) + X (03) — hiX (2)] =
=1
S (or - )X () + 3 X (o)
i=1 =1

bo X (z;) = 0 ze wzgledu na to, ze x; jest funkcja stala. Zatem dla kazdego
z = (21,22, ..., Zm) zachodzi

m m

(X(f))(z) = Z(zi - %’)(X(?Li))(z) + Z (X(%))(Z)hi(z)-

=1 =1

Przyjmijmy w powyzszej tozsamosci, ze z — x w R™, czyli z; — z; dla
i = 1,2,...,m. Wtedy, ze wzgledu na ciagtosé¢ funkcji X(f), X (h;) oraz
X ((pi)) mamy

(X)) = D (X(e)(@)hi(=).

=1
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Ale f(y) = f(y)ihi(y) = hi(y) jesliy € K(x,r). Zatem z punktu (b) Twier-

dzenia 1.5 wynika, ze (X(f))(y) = (X()(y) i (X(h))(y) = (X(hi)(»)
dla kazdego y € K (z,r). Ostatnia réwno$é¢ przyjmuje zatem postac,

(X(N)@) = Y (X (@) (@)hi(w).

=1

Jednak h;(z) = %(m) = 0, f(x), wiec
X(f) = iX((Pi)aif-
Dobierajac g; = X (p;), otrzymujemy ostatecznie réwnosé
XU) = S ot

wiec (1.8). ZakonczyliSmy dowdd czesci (a).

(b) Aby udowodni¢ jednoznaczno$é¢ przedstawienia (1.8) pola wekto-
rowego X wystarczy wykazaé , ze operatory 01,0, ..., Oy, s liniowo nie-
zalezne nad C°(U), czyli, ze jezeli >.i", ¢;0; = 0, gdzie g; € C*(U), to
gi=0dlai=1,2,....,m. Réwnosé¢ Y i, ¢;0; = 0 znaczy, ze Y ;v ¢;0if =0
dla kazdego f € C*°(U). Obierzmy f;j(z) = z; dla j = 1,2,....,m, x =
(1,22, ..., Tm) € U, wtedy

0= > gi(@)dfj(x) = gix),
=1

bo 0;fj(x) = 1 gdy j = i oraz 0;fj(x) = 0 gdy j # i. Wykazalidmy, ze
gi(x) =0 dla kazdego € U oraz i = 1,2, ...,m. [ |

Wrécimy obecnie do T'wierdzenia 1.5. Wynika z niego w szczegdélnosci,
ze kazda para (z,X), gdzie x € U 1 X € I'(U) definiuje forme liniowa X :
C*®(U) — R réwnoscia X (f) = X(f)(z) dla f € C®°(U). W szczegblnosei
otrzymujemy formy 0; . (f) = 0;(f)(z), i =1,...,m.

Definicja 1.7 Niech U bedzie zbiorem niepustym i otwartym w R™ i niech
x € U. Wowcezas rodzing T,U = {X, : X € I'(U)} nazywa si¢ przestrze-
nig styczng do U w punkcie x € U, a jej elementy nazywa sie wektorami
stycznymi. Sume TU = |J,cp T U nazywa sie wiqzkq styczng do U.
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Twierdzenie 1.7 (o przestrzeni stycznej do U) Niech U bedzie zbio-
rem niepustym i otwartym w R™ ¢ niech x € U. Wowczas

(a) przestrzen styczna T,U jest przestrzenig wektorowg nad R wymiaru
m. Formy 0, 1 =1,...,m, tworzq baze przestrzeni T,U.

(b) Odwzorowanie liniowe L : C*°(U) — R jest wektorem stycznym w
punkcie x € U wtedy i tylko wtedy, gdy L(fg) = f(x)L(g) + g(x)L(f) dla
kazdych f,g € C>*(U).

Dowéd. (a) wynika natychmiast z Twierdzenia 1.6

(b) Jezeli L : C*°(U) — R jest wektorem stycznym w punkcie z, to
istnieje takie rézniczkowanie L algebry C(U), ze L(f) = L(f)(x). Zatem
spelnionia jest réwnosé

L(fg) = f(x)L(g) + g(x)L(f). (1.10)

Na odwrét, przypuéémy, ze odwzorowanie liniowe L : C*°(U) — R spelnia
wymieniona réwnosé. Niech K (z,r) bedzie kula o $rodku x zawarta w zbio-
rze otwartym U. Wykazemy wpierw, ze jezeli wartosé funkcji f € C°(U)
jest réwna zero w kazdym punkcie tej kuli to L(f) = 0. W dowodzie Twier-
dzenia 1.5 pokazano, ze istnieje wowczas funkcja g € C°(R™) taka, ze
g(x) =01 f(y) = g(y)f(y) dla kazdego punktu y € U. Wtedy

L(f) = L(gf) = g(=)L(f) + f(z)L(g) = 0

gdyz g(z) = f(xz) = 0. Argumentujac tak jak w dowodzie punktu (b)
Twierdzenia 1.5 wykazujemy, ze L(f1) = L(f2) jesli f1, fo € C*®°(U) oraz
fi(y) = fo(y) dla kazdego y € K(z, 5).

Stosujac réwnosé (1.10) dla funkeji f = g = 1 otrzymujemy, ze L(1) =
L(1-1) =1-L(1)+1-L(1) = 2L(1), zatem L(1) = 0. Poniewaz odwzorowanie
L jest liniowe, wiec stad wynika, ze L(c) = 0 dla kazdego ¢ € R.

Niech f bedzie funkcjg okreslong wzorem (1.9). Wowezas f(y) = f(y)
dla kazdego y € K(z,%). Ponadto L(f(x)) = 0 poniewaz f(x) jest liczba,
wiec funkcja stala. Zatem

L(f) = L) = L(f@) + X Lllp —a)hi) =
=1
= Y ((p(@) = 2)L(ha) + hi(@)Lip — ) =



4.3. POLE WEKTOROWE NA ZBIORZE OTWARTYM W R" 25

gdy? pi(x) = z; oraz hi(x) = gL (w). Niech X = 327, 9,0, gdzie gi(y) =
L(p—x;),yeU. Wowezs X e T(U) i L = X,. [

Uwaga 1.6 Z punktu (a) ostatniego twierdzenia wynika, ze kazdy wektor
(c1,...,cm) € R™ wyznacza jednoznacznie wektor styczny v = 31" ¢;0;
w punkcie z, ktéry przyporzadkowuje funkcji wartoéé jej pochodnej kierun-
kowej liczonej w tym punkcie w kierunku wektora (ci, ..., ¢y ). Czytelnik
zauwazyl z pewnoécia, ze pole wektorowe na zbiorze otwartym w R™ oraz
przestrzen styczna do tego zbioru mozna zdefiniowaé¢ nie uzywajac pojecia
rozniczkowania algebry. W nastepnym rozdziale bedziemy jednak moéwié¢ o
polach wektorowych na rozmaitoéciach, wtedy pojecie rézniczkowania al-
gebry okaze sie dogodnym sposobem definiowania pél wektorowych.

Przyklad 1.6 Oznaczmy, zgodnie z Przyktadem 1.5(a),

m g
Vi) = Z&}f ()0,
i=1 ¢

gdzie 0; = 6%1-' Woéwczas dla kazdego x € U, V f(z) nalezy do T'(U), jest
wiec wektorem stycznym do U; zatem Vf : U — I'(U). Réwnosé definiu-
jaca V f(z) pokazuje, ze w bazie modulu I'(U), ktéra stanowia pola wek-
torowe 01, 02, ..., Op, (por. Twierdzenie 1.5), wektor V f(x) ma wspoélirzedne
9 (z), 2L (2), ..., 2L (), zatem jest gradientem funkcji f w punkcie z.

ox; ) Oxo Y O

Definicja 1.8 Pole wektorowe X na U nazywamy polem potencjalnym,
gdy istnieje funkcja f € C®°(U) taka, ze Vf(x) = X (x) dla kazdego x € U;
funkcje f nazywamy potencjatem pola X.
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Rozdziatl 2

Rozmaitosci rézniczkowe

2.1 Rozmaitosci topologiczne i r6zniczkowe w R"™

W 1III, Czesci 1, przedstawiony jest problem catkowania po powierzch-
ni S w R3. Powierzchnie taka okregliliémy przy pomocy trzech réwnan
r = o(u,v), y = P(u,v), 2 = x(u,v), gdzie (u,v) € Q@ C R2, przy
czym zakladaliSmy, ze odwzorowanie ® : € — S okre$lone réwnoscia
®(u,v) = ((u,v),¥(u,v),x(u,v)), (u,v) € Q, jest CM-regularne. W przy-
padku dowolnej przestrzeni R” w miejsce powierzchni wprowadzimy pojecie
rozmaitosci M wymiaru k < m w przestrzeni R™ (ang. manifold), sktadaja-
cej sie z kawalkéw, z ktérych kazdy mozna utozsamié¢ z pewnym podbiorem
otwartym w R¥ przy pomocy pewnej bijekcji. W zaleznosci od warunkéw
regularnosci, ktérym czynia zado$¢ owe lokalne odwzorowania, otrzymuje-
my rézne rodzaje rozmaitosci: rozmaitosé topologiczna, C M- rozmaitodé,
C'- rozmaitoéé. Z pojeciem C(M- rozmaitosci spotkaliSmy sie juz w tomie
I1, Czesci 1, §1.6; odwzorowaniami kawatkéw M, gdzie M C R™, w RF,
byly dyfeomorfizmy klasy C). Obecnie zajmiemy sie rozmaitoéciami po-
zostatych dwoéch typow: rozmaitoscia topologiczna i C°°- rozmaitoscia. Na
zbiorze M mozemy okresli¢ odleglos¢ i rodzine zbioréw otwartych tak, jak
zostalo to opisane w Uwadze 1.1 (a), w przypadku gdy A =M i X =R™.

Podstawowym pojeciem dla rozmaitosci topologicznej jest pojecie ho-
meomorfizmu. Niech M C R™, M # (). Niech U bedzie otwartym podzbio-
rem zbioru M oraz niech V bedzie otwartym zbiorem w R¥. Przypomnijmy,
ze odwzorowanie @ : U — V nazywamy homeomorfizmem, gdy jest bijekcja
U na V (tj. odwzorowaniem réznowartosciowym U na V; por. I, Czesé 1,
§1), przy czym zaréwno ® jak i odwzorowanie odwrotne ®_; : V' — U sa
ciagte (II, Czesé 1, Definicja 1.12).

27
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W przysztosci potrzebowaé bedziemy rozmaitosci O-wymiarowych dla-
tego O-wymiarowa przestrzenia euklidesowa R? bedziemy nazywaé zbiér
ztozony z jednego punktu R® = {0}. Jedynymi zbiorami otwartymi w R°
sa oczywiécie zbiér pusty () i cala przestrzen R = {0}

Definicja 2.1 Niech ) # M C R™ i 0 < k < m. Zbiér M nazywa si¢ roz-
maitoscig topologiczng wymiaru k, gdy kazdy punkt x € M ma otoczenie
U C M w M homeomorficzne z pewnym podzbiorem V C RF otwartym
w RF, tj. gdy istnieje homeomorfizm ® zbioru U na zbiér V C R*. Home-
omorfizm ® nazywamy mapg.

Uwaga 2.1 Niech Uy, Us beda dwoma podzbiorami otwartymi rozmaitosci
topologicznej M, przy czym UyNUs # (). Niech @1 : U; — V1 1Py : Uy — Vo
beda dwiema mapami w M. Wéwczas odwzorowanie (®1)_1 : Vi — Uj jest
ciaglte. Stad, jak Czytelnik tatwo sprawdzi , odwzorowanie zlozone ®5 o
(®1)-1 : P1(Up NUy) — $o(Uy NU2) jest tez ciagle.

Przyklad 2.1 (a) Cala przestrzen R™ jest rozmaitoscia topologiczna wy-
miaru m w R™. Zbiér U = R™ jest otoczeniem dowolnego punktu z € M,
a odwzorowanie identyczne ® = id, ®(u) = u - homeomorfizmem U na
V =R"™.

(b) Niech M bedzie podzbiorem otwartym niepustym przestrzeni R™.
Wystarczy obra¢ U = M oraz ®(u) = u, wtedy ® : U — V, gdzie V = U,
jest mapa przy kazdym x € M.

(c¢) Niech M = {(x1,®2,...,2,0,...,0) € R™ : 21,29, ...,z € R}, gdzie
k < m. Wéwczas dla kazdego z € M, x = (x1,x2, ..., 2k, 0, ...,0). Obiera-
jac U = M i ®(x) = (21, 22,...,25) € V = R¥ otrzymujemy, ze M jest
rozmaitoscig wymiaru k w R™.

(d) Niech M = S!' = {(x1,22) : 23 + 23 = 1} C R2 Dla kazdego
(x1,m2) € M istnieje woéwczas argument ¢ punktu (x1,z2), spelniajacy

réwnania x1 = cosy, ro = sinp. Rozpatrzmy nastepujace dwa zbiory
Ul, Us C M.

Ui = {(z1,22): 21 +23=1,2,>0 lub x>0},

Uy = {(z1,22): 22 +22=1,21<0 lub 1z <0}

Zauwazmy, ze (r1,z2) € Up wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € (—%77,7?),
oraz (x1,x2) € Uy wtedy i tylko wtedy gdy ¢ € (%77, 27). Przyjmijmy
Oy (z1,22) = ¢ + %77 i Po(x1,22) = @ — %77. Wtedy ®; odwzorowuje U
wzajemnie jednoznacznie na Vi = (0, %71'), @5 odwzorowuje Us wzajemnie
jednoznacznie na Vo = (0, %TF), przyczym ®1 : Uy — Vi i &y : Uy — 1
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sa homeomorfizmami . Jest jasne, ze kazdy punkt (z1,22) € M nalezy do
ktorego$ ze zbiorow Uy, Us, oraz ze obydwa zbiory Uy, Uy sa otwarte w M,
a Vi iVh sy otwarte w R. Okrag S' jest zatem rozmaitoscig topologiczna
wymiaru 1 w R2.

Zauwazmy jeszcze, ze w przeciwienstwie do Przykladow (a) - (c), ukladu
obydwu zbioréw Vi, V5 nie mozna zastgpi¢ jednym uniwersalnym zbiorem
U. Musiatby byé¢ wowczas U = M, a ® : U — V- homeomorfizmem do-
mknictego w R? zbioru U na otwarty w R zbiér V. To nie jest mozliwe, bo
wowcezas przeciwobrazem otwartego w R zbioru V' przy pomocy odwzoro-
wania cigglego ® 1 bylby zbiér U, nie otwarty w R? - sprzeczno$é¢ (por. I,
Czesé 1, Twierdzenie 5.30).

(e) Niech M = S? = {(z1,72,23) : 23 + 25 + 23 = 1} C R3. Oznaczmy

|z|| = \/23 + 23 + 23 dla x = (21, 22, x3). Oznaczmy:
U, = S;’r {$€SQI£L'3>O}, U2:S§:{$€SQZ$3<O},

Us = Sf = {zeS*:29>0}, Uy =Sy = {zxeS%:1y<0},
Us = S = {zeS*:21>0}, Us = Sy = {ze€8%: 2, <0}.

Niech &1 : U3 — V3, @5 : Us — V3 beda rzutowaniami odpowiednio zbiorow
U1, Us na koto V3 = {(z1,29,0) : 22 + 23 < 1}, @3 : Uz — Vo, @y : Uy — Vi
- na koto Vo = {(z1,0,z3) : 22 + 23 < 1}, oraz ®5 : Us — V1, @ : Us — V7,
na koto V; = {(0,z2, x3) : 23 + 2% < 1}. Rzutowania ®1, ..., ®¢ sa, jak tatwo
stwierdzié¢, homeomorfizmami (por. II, Czesé 1, Przyktad 1.27). Zatem sfera
S? jest rozmaito$cia topologiczna wymiaru 2 w R3.

(f) Podobnie jak w przypadku (e) mozna wykazaé tatwo, ze sfera m — 1
wymiarowa M = S"! = {(x1, 29, ...,wp) : 23 + 25 + ... + 22, =1} CR™
jest rozmaitoscig topologiczng wymiaru m — 1 w R™ .

(g) Dowolny punkt w R™ jest rozmaitoscia O-wymiarowa w R™. Podob-
nie dowolny zbidr zlozony ze skoniczonej ilosci punktéw.

Rozmaitosé topologiczna k-wymiarowa M ma te same wlasnodci lokalne
co przestrzen R¥. Wynika to natychmiast z jej definicji. W szczegdlnosci
jezeli U C M jest otoczeniem punktu x € M to mozna zawsze znalezé
zbiér zwarty V' C M o niepustym wnetrzu V° taki, ze x € V° oraz V C U.
7 tej wlasnoéci bedziemy wielokrotnie korzystaé. Okazuje se jednak, ze
rowniez pewne cechy globalne rozmaitosci topologicznej M sa takie same
jak przestrzeni R*. Pokazemy tutaj, ze w przypadku takiej rozmaitosci
sp6jnosé¢ pokrywa sie z tukowa spdjnoscia.

Przypomnijmy, ze przestrzen metryczna M jest niespdjna, gdy istnie-
ja zbiory otwarte i niepuste M; i My w M takie, ze My N My = 0 i
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M = MiUMsy. W przeciwnym przypadku méwimy, ze przestrzen metryczna
jest spdjna (I, Czesé 1, Definicja 1.14). Zbior A C M nazywamy spdjnym,
gdy jest przestrzenig metryczng spdjng w metryce indukowanej w A przez
M. Np. zbiér A C R jest spdjny wtedy i tylko wtedy, gdy jest przedzia-
lem (wlasciwym lub niewlasciwym) lub gdy sklada sie z jednego punktu
(I, Czes¢ 1, Twierdzenie 4.17). Zbiér niepusty otwarty A C R™ jest spéj-
ny wtedy i tylko wtedy, gdy dowolne dwa jego punkty, mozna potaczyé
linia tamana lezaca catkowicie w A (I, Czes$¢ 1, Twierdzenie 4.18). Mozna
wprowadzi¢ jeszcze jedno pojecie spdjnoéci, tzw. tukowa spdjnosé.

Definicja 2.2 Niepusty zbiér A przestrzeni metrycznej M nazywa sie zbio-
rem tukowo spojnym, gdy dla dwéch dowolnych punktéw x1, xo € A istnieje
odwzorowanie ciagle ® przedzialu < 0,1 > w zbidér A takie, ze ®(0) = x; i

(1) = z2.

Uwaga 2.2 Zbiér ¢(< 0,1 >) mozna interpretowaé jako trajektorie cza-

steczki poruszajacej sie od punktu z; do punktu zs. Zbidr jest zatem tu-

kowo spéjny jezeli czasteczka poruszajaca sie wewnatrz tego zbioru moze

wyruszajac z dowolnego punktu osiggnaé kazdy inny punkt tego zbioru.
Pokazemy, ze tukowa spdjnosé pociaga zawsze spojnosc.

Twierdzenie 2.1 (o przestrzeni lukowo spéjnej) Przestrzen metrycz-
na M tukowo spdjna jest spojna.

Dowdéd nie wprost. Przypusémy, ze M jest przestrzenig metryczng hu-
kowo spdjna, ale nie jest spdjna.. Z tego ostatniego wynika, ze w M istnieja
zbiory otwarte i niepuste M i My takie, ze My N My =0 i M = My U Ms.
Wezmy dowolne dwa punkty x1 € M i 9 € Ms. Poniewaz przestrzen M
jest tukowo spéjna, wigc istnieje odwzorowanie cagle ® przedziatu < 0,1 >
w M, taki, ze ®(0) = x1 1 (1) = xo. Niech Iy = &_1 (M) i [ = D_1(My).
Poniewaz M; i My sa otwarte w M, wiec ich przeciwzbiory przy pomocy
funkeji ciagltej ¢ w < 0,1 > sa otwarte w < 0,1 >€ R (I, Czes$¢ 1, Twier-
dzenie 5.30), tj. I1 i Iz sa otwarte w < 0,1 >. Ponadto (por. I, Cze$¢ 1,
Rozdzial V, §1)

LNl = (I),l(Ml)ﬂq),l(Mg) = q),l(MlﬂMg) = (I)fl(@) = (Z),
LU = (I)_l(Ml) @] ‘P_l(Mg) = (p_l(Ml U Mg) = q)_l(M) =<0,1>.

Stad wynika, ze przedzial < 0,1 > jest przestrzenig niespdjng. Jest to
sprzeczne z wyzej wspomnianym warunkiem koniecznym i dostatecznym
spéjnosei zbioru w R (por. I, Czesé 1, Twierdzenie 4.17). |
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Przyklad 2.2 (a) Niech f(z) =sini dla 0 <z < 2, f(0) = 0. Oznaczmy
przez M wykres funkcji f w R2, tj. M = {(z,y) € CR2 y = f(x),z €<
O,% >} (por. I, Czesé 1, Przyklad 5.11). Pokazemy, ze M jest zbiorem
sp6jnym w R2. Gdyby tak nie bylo, to istniatyby zbiory M; i My niepuste i
otwarte w M takie, ze My N My =0 i M = M; U Ms. Poniewaz My i M; sg
otwarte wiec musza obydwa zawieraé punkty postaci (CE sin = ) gdzie 0 <
x < . Niech (a:l,sm ) eM,0<z <2 = oraz (xg,sm ) € Mg, 0< 9 <
2 Mozemy przypuscié, ze x1 < ZEQ Oznaczmy Ty = sup{:n (z, Sln ) c M
i z1 < & < 22}. Gdyby (2,,sin -~ ~) € My, to poniewaz (z,sin ¢ ) ¢ M, dla
1 < & < Z,, Wiec (mo,sm—) nalezaloby do My, ale nie bylby punktem
wewnetrznym zbioru Ms. To (r)ue Jest mozliwe, bo M> jest zbiorem otwartym
w M. Zatem musi by¢ (xo,sm ) € M;. Ale z definicji x,, w dowolnym
prawostronnym otoczeniu punktu o W M istnieja punkty, nie nalezace
do M. Zatem (x,sin, i) nie jest punktem wewnetrznym zbioru Mi, co
jest sprzeczne z otwartoscia My w M. Przypuszczenie, ze M jest niespojny
doprowadzito wiec do sprzecznosci. Zatem zbiér M jest spéjny w R2.
Wykazemy obecnie, ze M nie jest tukowo spdjny. Gdyby tak byto, to ist-
nialby homomorfizm ® przedzialu < 0,1 > na zbiér M taki, ze ®(0) = (0,0)
oraz ®(1) = (2,sinZ) = (2,1). Poniewaz < 0,1 > jest zbiorem zwartym,
wiec jego obraz M = ®((0,1 >) bylby zwarty (I, Czesé 1, Twierdzenie 5.31),

a zatem bylby domkniety. Niech z,, = [erEsyr +1) dla n = 1,2, ... Rozpatrzmy

ciag (n, f(zn)) punktéw zbioru M. Poniewaz f(z,) = sm(4n +1)5 =1
dlan=1,2,..., wiec (zn, f(z,)) — (0,1) przy n — oco. Jednak (0,1) ¢ M.
Zatem zbior M nie jest domkniety. Przypuszczenie, ze M jest tukowo spdj-
ny doprowadzilo do sprzecznosci. Widzimy wiec, ze zbidr spdjny nie musi
by¢ tukowo spdjny, zatem Twierdzenia 2.1 nie mozna odwrécié.

(b) Jak wspomniano wyzej, zbioér niepusty otwarty A w R™ jest spdj-
ny wtedy i tylko wtedy, gdy dowolne dwa jego punkty mozna polaczyé
linig tamana L bez punktéw wielokrotnych lezaca catkowicie w A. Niech
x1 € A, x9 € A, 1 # x2 1 niech dlugosé tamanej L bedzie réwna [. Niech
dla dowolnego punktu x tamanej L, ®_;(x) = t, gdzie t jest ilorazem dlu-
gosci czesci tamanej od x1 do x przez liczbe I. Wtedy odwzorowanie &
odwrotne do ®_; jest homeomorfizmem przedziatu < 0,1 > na L takim,
ze ®(0) = x1 1 ®(1) = x2. Zatem zbiér A jest lukowo spéjny. Stad, na
podstawie Twierdzenia 2.1 mozemy stwierdzi¢, ze w przypadku niepustego,
otwartego podzbioru przestrzeni R™, pojecie sp6jnosci i tukowej spdjnosci
sg rOwnowazne.

Wykazemy obecnie, ze wynik Przykladu 2.2(b) pozostaje w mocy, gdy
w miejsce zbioru otwartego A wzia¢ dowolna rozmaitosé topologiczna wy-
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miaru k w przestrzeni R™, gdzie k < m.

Twierdzenie 2.2 (o sp6jnosci rozmaitosci topologicznej) Rozmaitosé
topologiczna M w R™ dowolnego wymiaru k < m jest spéjna wtedy i tylko
wtedy gdy jest tukowo spdjna.

Dowdéd. 1° Na podstawie Twierdzenia 2.1 wystarczy udowodnié, ze tukowo
spdjna rozmaitos¢ topologiczna jest spéjna. Przy danym x € M oznaczmy
przez M, zbiér sktadajacy sie z x oraz z wszystkich elementéow y € M, dla
ktorych istnieje odwzorowanie ciagte ® przedzialu < 0,1 > w rozmaitos¢
M takie, ze ®(0) = =z i ®(1) = y. Twierdzenie bedzie udowodnione gdy
wykazemy, ze M, = M. Zuwazmy najpierw, ze zbiér M, nie jest pusty,
bowiem punkt x zawsze nalezy do M,. Aby to wykazaé wystarczy wziaé
odwzorowanie ® réwne tozsamodciowo x.

2°. Wykazemy teraz, ze zbior M, jest otwarty. Niech y € M, bedzie do-
wolnym punktem nalezacym do tego zbioru. Poniewaz M jest rozmaitoscia
topologiczng, wiec istnieje otoczenie U, punktu y w M oraz homeomorfizm
®, otoczenia U, na pewien zbiér otwarty V, € R*. Rozpatrzmy dowolng
kule Ky w R¥ o érodku w punkcie o, (y) taka, by K, C V,; kule takie ist-
nieja ze wzgledu na otwartosé V, w R¥. Mamy y € (®,)_1(K,), przy czym
zbior (®y)_1(Ky) jest otwarty w M jako przeciwobraz zbioru K, otwartego
w R* przy pomocy odwzorowania ciagltego ®, . Wezmy dowolny element
z € (®y)_1(K,), wtedy ®,(z) € K,. Niech ®,(y) = (p1,...,pr) € RF
®y(2) = (q1,-..,qr) € RE. Wéwezas odwzorowanie ¢(t) = (p1 + t(q1 —
P1),---, Pk + t(ge — pr)) jest odwzorowaniem ciaglym laczacym punkty
P, (y) = (0) i ®y(z) = (1), ponad to ¢(t) € K, dla dowolnego 0 < ¢ < 1.
Zatem odwzorowanie (®,)_j 0 ¢ :< 0,1 >— M jest odwzorowaniem cia-
glym taczacym punkty y i z. Z rozumowanie tego wynika zatem, ze zbiér
otwarty (®,)_1(K,) zawiera si¢ w M,. Zatem zbiér M, jest otwarty.

3° Przypus$émy obecnie, ze M, # M ioznaczmy M, = M\ M,. Wykaze-
my, ze zbidér M/, jest takze otwarty w M. Gdyby tak nie bylo, to w dowolnie
malej odleglodci od punktu y' € M, istnialyby punkty y € M,. Z definicji
rozmaitosci topologicznej istnieje otoczenie Uy punktu y' w M oraz home-
omorfizm ®,, otoczenia U, na pewien zbiér otwarty V,, w R*. Rozumujac
jak w 1°, obierzmy dowolng kule K,y C V. Wtedy v/ = (®y)-1(Ky)
oraz zbior (®,)_1(Ky) jest otwarty w M. Z istnienia y € M, w dowol-
nej bliskosci punktu 3 wnosimy, ze istnieje y € (®,)_1(K,). Oznacza-
jac P' = @,(y), Q" = ®,(y), oznaczamy przez ' obraz odcinka P'Q)’
przy pomocy odwzorowania (®,/)_1, a nastepnie okreslamy, podobnie jak
w 2°, homeomorfizm ® przedzialu < 1,2 > na odcinek P'Q’ taki, ze
®(1) = P/, ®(2) = Q'. Odwzorowanie ¥ okreslone réwnaniami W(t) = &(t)
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gdy t €< 0,1 >, U(t) = (®y)-10 ®(t) gdy t €< 1,2 > jest odwzorowa-
niem cigglym przedziatu < 0,2 > laczacym punkty z i ¥’ w ten sposdb,
ze U(0) = 2, U(2) = y/. Przyjmujac ¥(t) = U(2t) dla t €< 0,1 > stwier-
dzamy, ze ¥ jest odwzorowaniem cigglym przedziatu < 0,1 > takim, ze
V() =21¥(1) =y Zatem 3y € M,, whrew zalozeniu. Zatem zbiér M,
jest niepusty i otwarty w M.

4° Jezeli wiec M, # M, to istnieja dwa zbiory niepuste i otwarte w M
takie, ze My N M, = () oraz M = M, U M. To znaczy, ze zbiér M jest
niespojny wbhrew zatozeniu. W ten sposéb wykazaliSmy, ze M, = M, zatem
spdjna rozmaitosé topologiczna M jest zawsze tukowo spdjna. |

W dalszym ciagu potrzebne nam beda rozmaitosci bardziej regularne,
niezawierajace "kantéw” i "ostrzy” (por. Przyklad 2.3(i)). Dla ich okre-
Slenia uzyjemy odwzorowan ® otoczen U C M punktéw z € M na pod-
zbiory otwarte RF o znacznie bardziej regularnym charakterze, niz home-
omorfizmy uzyte do okreslenia rozmaitosci topologicznej (Definicja 2.1).
Bedziemy zadaé, by odwzorowania ® byly C°-dyfeomorfizmami (krécej:
dyfeomorfizmami; por. Definicja 4.1(c)). Wygodne teraz okaze sie interpre-
towanie przestrzeni R* jako podprzestrzen RF = {(z1, o, ..., 2,0,...,0) :
x1,T2,...,x; € R} przestrzeni R™, gdzie k < m. Zabiegi te doprowadzaja
do nastepujacej definicji C*°-rozmaitosci rozniczkowej, ktéra krocej bedzie-
my w dalszym ciagu nazywali rozmaitoécia rézniczkows.

Definicja 2.3 Rozmaito$é¢ topologiczna M wymiaru k w R™ (0 < k < m)
nazywamy rozmaitoscig (C°°-rozmaitosciq) rézniczkowq w R™ wymiaru k,
gdy dla kazdego = € M istniejg zbiory otwarte U C R™ i V' C R™ oraz

C*°-dyfeomorfizm ® z U do V takie, ze x € U = UNM oraz
V = i(U) = VNRF = {yEV:ka = Ypt2 = ... = Ym = 0}.

Odwzorowanie ® : U — V, bedace zawezeniem ® do zbioru U,tj. &= <T>|U,
nazywamy mapgq rozniczkowg, okreslong w pewnym otoczeniu punktu z €
M.

Definicja 2.4 Atlasem rézniczkowym (krétko: atlasem) rozmaitosci réz-
niczkowej M nazywamy zbiér A map tej rozmaitosci, ktérych dziedziny
pokrywaja rozmaitols¢ M. Atlas rézniczkowy maksymalny, tj. sktadajacy
sie z wszystkich map rozmaitoéci M nazywamy strukturg rézniczkowq roz-
maitosci M.
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Uwaga 2.3 (a) Poréwnujac Definicje 2.1 i 2.3 zauwazamy, ze mapa rdz-
niczkowa ® : U — V rozmaitosci rézniczkowej M jest jednoczesnie mapa
M jako rozmaitosci topologicznej, poniewaz dyfeomorfizm jest zawsze ho-
meomorfizmem.

(b) Mape r6zniczkowa ® : U — V oznaczamy takze (®,U), gdyz postaé
zbioru V' bywa nieistotna. Podobnie jak w przypadku rozmaitoéci topolo-
gicznej mapa rozmaitosci rézniczkowej wymiaru k stuzy do utozsamiania
otoczenia dowolnego punktu ze zbiorem otwartym w R¥. Natomiast waru-
nek & = 5](], gdzie ® jest odpowiednim dyfeomorfizmam, gwarantuje, ze
mapa @ jest odwzorowaniem bardziej regularnym, niz jest to wymagane dla
map rozmaitosci topologicznej. Wprowadzenie takiego warunku regularno-
Sci ogranicza rodzine rozpatrywanych rozmaitosci ale, o czym sie wkrétce
przekonamy, wzbogaca znacznie ich wlasnosci.

(c) Niech M bedzie rozmaitoscia rézniczkowa i niech z € M. Niech
(®1,U7) i (P2, Usz) beda dwiema mapami takimi, ze x € U; NUs. To znaczy,
ze istnieja zbiory otwarte (71, U, C R™ i 171, Vo C R™ oraz dyfeomorfizmy
<I>1:(71—>‘71i(i)gtﬁQHthakie,ZexEUl:ﬁlﬂM,$EU2:ﬁ2ﬂM,
oraz

Vi = &(Ui) = VinM = {y € V;: ypi1 = Yt2 = ... = Ym = 0}
dla 7 =1, 2. Wowczas
Py 0 ((/I;;)—l : (51(571 N [72) — &’2([71 N [72)

jest dyfeomorfizmem w czesci R™, jako ztozenie dwédch dyfeomorfizmow,
zatem

Py 0 ((I))_l : CI)l(Vl N VQ) — (I’Q(Vl N VQ)

jest dyfeomorfizmem w czesci R¥.

(d) Jezeli U C M jest otwartym niepustym podzbiorem rozmaitosci
rézniczkowej M wymiaru k, to U jest rowniez rozmaitoscia rézniczkowa
wymaru k. Prosty dowdd tego faktu, wynikajacy bezposérednio z definicji
rozmaitosci pozostawiamy Czytelnikowi .

Przyktad 2.3 (a) Niech M = R™; wiemy juz, ze M jest rozmaitoscia to-
pologiczna wymiartu k = m w R™ (Przyklad 2.1(a)), w ktérej U = R™ jest
otoczeniem dowolnego punktu x € M, a odwzorowanie identyczne ® = I,
jest homeomorfizmem U na V = R™. W Definicji 2.3 mamy U=Ui
V=V. Aby wykazaé, ze M jest rozmaito$cia rézniczkowa wymiaru k = m
w R™ wystarczy zauwazy¢, ze identycznosé I jest dyfeomorfizmem. Wie-
my jednak, ze I jest odwzorowaniem rézniczkowalnym w kazdym punkcie
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x € R™ i ze jej pochodna liniowa jest DI = F = macierz jednostkowa o
m wierszach i m kolumnach (II, Cze$¢ 1, Przyklad 1.1). Stad pochodne
czastkowe rzedow wiekszych niz 1 wspotrzednych odwzorowania I istnieja
w kazdym punkcie x € R™ i sa rowne 0. Zatem [ jest dyfeomorfizmem.

(b) Niech M bedzie podzbiorem otwartym niepustym przestrzeni R™
(Przyklad 2.1(b)). Rozumujac tak samo, jak w poprzednim przykladzie
stwierdzamy, ze M jest rozmaitoscia rozniczkowa wymiaru k = m w R™.

(c) Niech M = S' = {(21,22) : 2% + 23 = 1} C R? (por. Przyklad
2.1(d)); S* jest wiec okregiem, czyli sfera jednostkowa w R2. Okreélamy na
St cztery zbiory Uy, Us, Us, Uy otwarte w S* i takie, ze S1 = Uy UU; UU3UU,
a mianowicie:

U = {(z1,m2) €St :29 >0} , Uy = {(x1,22) € S' : 29 <0},
Us = {(z1,22) € ST i1 >0}, Us = {(z1,22) € ST 1 21 <0}

Kazdy z tych zbioréw rozszerzamy odpowiednio do zbioréw Uy, Us, Us, Uy
otwartych w R?, przyjmujac przy ustalonych Ry, Ry takich, ze 0 < Ry <
1 < Ra:

U, = {($1,$2)ER2:R1<$%+$%<R2, .%'i>0} dla i=1,3,
U, = {(%1,$2)ER2:R1<1’%+QJ%<R2, -Ti<0} dla i=24.

Pokazemy obecnie konstrukcje zbioréw Vi, ‘N/Z oraz odwzorowan ®;, &%
(1 =1,2,3,4) na przykladzie i = 1. Niech

Vi = {(gyp) : R1 —1<p<Ry—1,0<p <7},
wiec
Vi = VinR! = {(¢,0):0< o <7}
Oznaczmy dla (z1,z2) € Ui iz =rcos ©, Ty = TrSine
By (21, m9) = Pi(reosp,rsing) = (p,r—1),

wtedy & : U, — Wy odwzorowuje Ui na V; wzajemnie jednoznacznie; co
wiecej, d, jest dyfeomorfizmem U na 171, przeprowadzajacym zbiér U
na Vj. Konstrukcje V;, Vi, ®; oraz ®; dla i = 2,3,4 pozostawiamy do
przeprowadzenia Czytelnikowi . Zatem S! jest rozmaitoécig rézniczkowsa
wymiaru 1 w R2.

(d) Jak Czytelnik zechce sprawdzi¢ , sfera

M = S? = {(x1, 29, 23) : 23 + 23 + 22 =1} C R3
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jest rozmaitoscia rézniczkowa wymiaru 2 w przestrzeni R3.

(e) Niech f bedzie funkcja gltadka na zbiorze niepustym, otwartym Q C
R2. Oznaczmy przez M powierzchni¢ o réwnaniu z = f(z,y), (z,y) € Q,
tj. M = {(z,y,2) : z = f(z,y), (z,y) € Q}. Zbiér M nazywamy wowczas
platem powierzchniowym. Sprawdzimy, ze M jest rozmaitoscig rézniczkows
wymiaru 2 w R3. Zdefiniujemy dla kazdego x = (x1,z2,23) € M zbiory
otwarte U na V C R™ i dyfeomorfizm ® zbioru U na 17, czyniace zadosé
Definicji 2.3 rozmaitosci rézniczkowej. Niech = (z1,z2,23) € M i niech
o = (x1,72,0) € Q. Poniewaz zbior 2 jest otwarty, wiec istnieje liczba
0 > 0 taka, ze koto K na plaszczyznie x1,x2 w érodku w punkcie z, i o
promieniu 0 zawiera si¢ w zbiorze 2. Niech ViU beda zbiorami w R3
okreslonymi jak nastepuje:

V = {v:(v1,v2,0) € K, |uz| < 1},

U = {u:(u1,u2,0) € K,|ug — f(ur,u2)| <1},

gdzie u = (uq,ug,u3), v = (v1,v2,v3). Oznaczmy przez ® odwzorowanie
®: U — R3, ®(u) = v, okreslone réwnaniami

v = U1

Qv = up

uz — f(u1,u2)

U3

dlau = (uy,ug,us) € U. Sprawdzimy, ze ® obrazem é(ﬁ) jest zbiér V, przy
czym odwzorowanie ® jest wzajemnie jednoznaczne. Zauwazmy wpierw,
e ® : U — V. Jesli bowiem u = (u1,ug,us) € U, to (ug,u2,0) € K i
lug — f(u1,uz)| < 1. Stad v = ®(u) spelnia warunki (v, ve,0) € K i |vs| =
|lus—f(ur,u2)| < 1, wiecv € V. Zauwazmy dalej, ze z réwnan, okreslajacych
® mozna wyznaczy¢ jednoczeénie wuq,us,us przy pomocy vi,vs,vs, czyli
odwzorowanie ® ma odwzorowanie odwrotne ®_1 : V — U , mamy bowiem

up = v, ug = vg i ug = v3 + f(ur,uz) = vz + f(vi,v2):
Uy = 1

P Uy = V2
uz = vz + f(vi,v2)
dla v = (v1,v2,v3) € V. Wystarczy sprawdzi¢, ze d_, odwzorowuje 1% w U.

Jednak jesli v = (v, v2,v3) € V, to (v1,v2,0) € K i |vg| < 1. Stad u = ®(v)
spelia warunki (uq,u2,0) € K i |ug — f(u1,u2)| = |ug — f(vi,v2)| = |uz] <
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1, wiec u € U. Poniewaz, funkcja f : 2 — R jest gladka, wiec jest widoczne,
ze obydwa odwzorowania Pid_, sg gtadkie odpowiednio w Uiv (Definicja
1.1).

Pozostaje wykazaé, ze CTD(U) = V. Mamy

U = {u=(uy,ug,u3): (u1,u2,0) € K,uz = f(u,u2)},
V = {v=(v1,v9,v3): (v1,v2,0) € K,v3 =0}.

Gdy v € U, to ‘i(u) = (u1,u2,uz — f(ur,u2)) = (u1,u2,0) € V, bo
uz = f(u1,uz). N odwrét, gdy v € V, to ®_1(v) = (v1,v2,v3 + f(v1,u2)) =
(v1,v2, f(v1,v2)) € U, bo vg = 0. Zatem ®(U) = V. Zawezenie ® odwzoro-

wania ® do zbioru U odwzorowuje wzajemnie jednoznacznie U na V.
(f) Zalézmy, ze M jest ptatem powierzchniowym w R"H1 tj.

M - {(37172:27 "'7:1:7L7xn+1) : xn—&-l - f(x17x27 "‘7xn)7 (ZUl,.’I}'Q, 7xn) S Q}?

gdzie 2 C R" jest zbiorem niepustym, otwartym a f : @ — R jest funk-
cja gladka na Q. Rozumujac analogicznie jak w Przykladzie 2.3(e) mozna
wykazaé, ze M jest rozmaitoscia rézniczkowa wymiaru n w R .

(g) Niech M C R™ bedzie lokalnie platem powierzchniowym w R"™, tj.
dla kazdego z, € M istnieje takie otoczenie M, punktu z, w M, ze przy
pewnym i, (i =1,2,...,n)

Mxo = {(.’El, ey Lg—1y Ly L1y eeey IEn) :
€Tq = fl(x’m vy Lj—1y L1y eeey Ty )a (xlv ey Lj— 1y L1y oeey I‘n) € QZ},

gdzie ©Q; C R™! jest zbiorem niepustym, otwartym, a f; : Q@ — R jest
funkcja gladka na Q;. Wtedy, na podstawie Przykladu 2.3(f), M, jest
rozmaitoscia rézniczkowa wymiaru n — 1 w R"™. Stad wynika, ze M jest
takze rozmaitoscia wymiaru n — 1 w R” .

(h) Niech  C R""! bedzie zbiorem otwartym i niepustym i niech f :
Q — R bedzie funkcja gtadka w 2. Oznaczmy

F(x) = F(x1, ... Tn, Tnt1) = f(x1, 0oy Ty Tpy1) — €,
gdzie x = (x1, ..., Tn, Tpy1) € Q1 ¢ € R. Niech
M. = f-1({c}).
Zatézmy, M. # () oraz, ze dla kazdego x € M, gradient
(af of of

87331(.’13)7 NN T%(ﬁ 5 8xn+1

Vi) = x)) # 0.
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Wykazemy, ze M, jest rozmaitoécia rézniczkows wymiaru n w R™ 1,
Niech zg = (29,...,2%, 29, ) € M. bedzie dowolne. Poniewaz V f(z,) #

0, wiec istnieje wskaznik 7 taki, ze %(mo) # 0. Bez zmniejszania ogdlno-

Sci rozumowania mozemy przypuscié, ze i = n + 1, wiec Oxanf+1 (xo) # 0.
Zauwazmy, ze warunek zg € M, jest réwnowazny warunkowi F'(zg) =
F(2Y,...,29,2% 1) = 0. Chcemy rozwikla¢ funkcje F(z1,...,%n, Tni1)
wzgledem zmiennej x,11 W pewnym otoczeniu punktu zg. Oznaczmy = =
(21,...,7), To = (2,...,20). Zastosujemy twierdzenie o odwzorowaniu
uwiktanym (II, Czesé¢ 1, Twierdzenie 1.22) dla odwzorowania F(Z,Zp41).
Niech D(1)F (%o, 29, ,) oznacza pochodna odwzorowania = — F(z,x) )
w punkcie Zo, a D) F(Zo, 2 ;) pochodng odwzorowania y — F(Zo,y) w
punkcie ¥ +1- W naszym przypadku twierdzenie to orzeka, ze jesli spetnione
sg nastepujace trzy warunki:

1° F(%07x2+1) =0,

2° F jest rozniczkowalna w sposéb ciggly w pewnym otoczeniu punktu
Zo,

8° Do) F (%o, x741) # 0,
to lokalnie w pewnym otoczeniu punktu xg, warunek

F(x)=F(x1,...,%n, Tp+1)

jest réwnowazny warunkowi zp,+1 = ®(x1,...,2,) = ®(Z) przy pewnej
funkcji ® ciaglej i majacej pochodne czastkowe pierwszego rzedu ciaggte
w otoczeniu zg, a nadto pochodna liniowa D®(z) spelnia wewnatrz tego
otoczenia réwnoscé

D®(z) = —[D)F(F,2n1)] " [DayF(F, 2p41)] -

Sprawdzmy, czy spetnione sa zalozenia 1°—3°. Zalozenie 1° jest rGwnowazne
réwnosci F'(zg) = 0, czyli g € M,. Zalozenie 2° spelnione jest ze wzgledu
na gtadkos¢ f, wiec takze ' w 2. Wreszcie

_ oFr 0 -
D(Z)F(xovxg-i-l) = axn+1 ('ZUan)(xO)) = 6337—Lf+1 ($07(I)(x0)) =
_ o
- 813”4,_1 (IL’O) 7& 07

zatem spelnione jest takze zalozenie 3°. Funkcja D®(x) istnieje wiec w
pewnym otoczeniu U, punktu xp, a poniewaz

OF OF  \ (Of
Tm($)""’f%(x>) = (671

@9@), .. 2L (7 0(@)).

D(l)F('/fa xn+1) = ( .781'
n
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wiec
1 of of
Dd(z) = —(M(%(aﬁ,é(w)),...,axn(x,q)(a:)))
czyli
o0 . (@0@) o
8x2($) = —m dla i=1,2,...,n (2.1)

w pewnym otoczeniu U,, punktu Z, = (Z,, ..., Tn).

Niech j bedzie dowolnym ze wskaznikow 1,2, ..., n. Zauwazmy, ze prawa
strona réwnosci (2.1) ma ciagla pochodna w U,,, bo funkcja f jest gladka
w Q, a funkcja @ jest rézniczkowalna w sposodb ciagly w U, . Zatem lewa
strona (2.1) jest rézniczkowalna w sposéb ciagly w U, oraz

2 P (5’; (7, @(z)))

9,05, = o, el (7 (7))

(2.2)

Stosujac regule tancuchowa Leibniza (II, Cze$¢ 1, Twierdzenie 1.11) otrzy-
mujemy, ze

o (B @.0@)) = ol @00 + gl (@.9@) 5 @),
%(52311(%’@(5))) = %(iq}(%))

dla i,5 = 1,2,...,n. Stad, stosujac réwnosci (2.2) i (2.1) oraz wzér na po-
. . . < s . 92
chodna ilorazu mozemy stwierdzi¢ bez trudu, ze z75-—
J g
ciaglta w U,,; Czytelnik zechce indywidualnie uzupetnié rachunki .
Stosujac postepowanie indukcyjne mozna wykazaé, ze funkcja ® ma w

Uz, ciagle pochodne wszystkich rzedow , wigc jest gladka w Uy, .

Wréémy jeszceze do zatozenia . f (a;O) # 0. Mozna ja zastapi¢ ktérym-

(Z) istnieje i jest

kolwiek z zalozen a—(xo # 0) przy i = 1,2,...,n, okre$lajac odpowiednio
funkcje ®; w miejsce funkcji ®. Zatem M, Jest suma skonczonej liczby
platéw powierzchniowych. Na podstawie Przykladu 2.3(g), M. jest rozma-
itoscia rézniczkowa wymiaru n w R?*1

(i) Za koniec podamy prosty przyklad rozmaitosci topologicznej ktéra
nie jest rozmaitoécia rézniczkowa w R2. Niech M bedzie brzegiem kwadratu
w R?:

M = {(@1,25) : (21,02) = (£1,5) lub (w1,25) = (5,41), ~1 <s < 1.
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Pozostawiamy Czytelnikowi wykazanie, ze M jest rozmaitoscia topologicz-
na wymiaru 1 w R? . Wykazemy nie wprost, ze M nie jest rozmaitoscia
rozniczkowa. Gdyby M bylto rozmaitoscia rézniczkowa to istniata by ma-
pa rézniczkowa (®,U) w otoczeniu punktu (1,1) € M. Niech d:0U —
V bedzie dyfeomorfizmem Wyznaczajqcym te mape. Mozemy zatozyé, ze
®(1,1) = ®(1,1) = (0,0) Niech ®_; = (i1, p2) beda odwzorowaniami
wspSlrzednymi dyfeomorfizmu ®_;. Punkty (£,0) € V sa odwzorowywane
przy pomocy ®_; na pewne otoczenie punktu (1,1) w M, wiec funkcja ¢
musi przyjmowaé stala wartos¢ réwna 1 na prawo lub lewo od (0,0) w V.
Zatem %(0 0) = 0. Analogiczne wlasnosci ma funkcja 9, wiec réwniez

gﬁf (0,0) = 0. W konsekwencji jakobian odwzorowania ®_; w punkcie (0,0)

jest rowny zeru. To przeczy temu, ze o, jest dyfeomorfizmem.

2.2 Rozmaitosci rézniczkowe z brzegiem

Sformutowanie ogdlnego twierdzenia Stokesa wymaga uzycia odpowiedniej
klasy zbioréw, ktore zawieraja swoje punkty brzegowe. W tym celu wprowa-
dzimy rozmaitosci rozniczkowe z brzegiem. Zanim podamy definicje przyj-
zyjmy sie kilku przyktadom.

Przyklad 2.4 (a) WidzieliSmy w Przykladzie 2.3(b), ze dowolny niepusty
zbiér otwarty M C R™ jest rozmaitoscia rézniczkowa wymiaru m w R™.
W szczegblnosci przedzial otwarty (a, b) jest rozmaitoscia rézniczkowa wy-
miaru 1 w R. Powstaje pytanie, czy takze przedzial domkniety < a,b >
jest rozmaitodciag rézniczkowa wymiaru 1 w R. Przypusémy, ze odpowiedz
na to pytanie jest pozytywna, wiec dla kazdego x €< a,b > istnieja zbiory
otwarte U, V' C R i dyfeomorfizm P : U — V takie,zex € U =UN < a,b >
oraz V =®(U) = VNR = V. Wezmy w szczegdlnosci z = a. Wtedy a € U,
ale a nie jest punktem wewnegtrznym punktem zbioru U, zatem zbiér U
nie jest otwarty w R. Z drugiej strony, U jest przeciwobrazem zbioru 17,
otwartego w R, a poniewaz dyfeomorfizm d jest odwzorowaniem ciaglym,
wiec U jest otwarty w R (I, Czesé 1, Twierdzenie 5.30). OtrzymaliSmy wiec
sprzeczno$¢. Wykazalidmy w ten sposéb, ze przedzial < a,b > nie jest roz-
maitoscia rézniczkowa w R.

(b) Niech M = {(z1,22) € R? : 2% + 23 < 1} bedzie domknigtym
kolem jednostkowym na plaszczyznie R2. Rozpatrzmy punkt (—1,0) € M.
Gdyby M byl rozmaitoscia rézniczkowa wymiaru 2 w R?, to w szczegolnosci
istnialyby zbiory otwarte U,V C R? i dyfeomorfizm :U — V', takie, ze
(=1,0) e U = UNM oraz V = ®(U) = VNR2 = V. Przeciwobraz U
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zbioru otwartego V C R? przy pomocy dyfeomorfizmu (wiec odwzorowania
ciaglego) ® nie bytby zbiorem otwartym, co daje sprzeczno$é¢, podobnie jak
w Przykladzie 2.4 (a).

Na Przykladach 2.4 (a),(b) widaé, ze te zbiory nie sa rozmaitoscia-
mi rézniczkowalnymi, co spowodowane jest przez punkty brzegowe tych
zbioréw. Aby wlaczyé takie zbiory do naszych rozwazan zmodyfikujemy
pojecie rozmaitosci rézniczkowych, wprowadzajac tzw. rozmaitosci z brze-
giem. Wprowadzenie tego pojecia poprzedzimy definicja, odnoszaca si¢ do
rézniczkowalnosci w przypadku, gdy metryke w R¥ zastapimy metryka za-
wezona do pewnego podzbioru A przestrzeni R”.

Niech < X, p > bedzie przestrzenig metryczna i niech A C X, A # (.
Przypomnijmy, ze wéwczas odleglto$é (metryke) p zawezona do przestrzeni
metrycznej < A, p > nazywamy odlegloscig (metrykq) w A, indukowang
przez < X, p > (Uwaga 1.1(a)). Gdy np. w przestrzeni R z odlegloscia eu-
klidesowa p oznaczyé¢ A =< a,b >C R, to w przestrzeni < A, p > przedzial
A =< a,b > jest zbiorem otwartym w metryce indukowanej p w przestrzeni
<A p>.

Oznaczmy

R™ = {x = (21,22, ...,Tm) : 1 < 0},

gdzie m = 1,2, .... Zbiér R™ jest domknietym podzbiorem przestrzeni R™
z odlegloscia euklidesowa, a jego brzeg (topologiczny) FrR™ (II, Czesé 1,
dow6d Twierdzenia 4.4) jest réwny Fr R™ = {z = (z1, z2, ..., xm) : 21 = 0}.
W dalszym ciggu wprowadzimy nieco inne pojecie brzegu, dlatego brzeg
Fr bedzigmy nazywaé brzegiem topologicznym. Przypomnijmy, ze Fr A =
ANR™ \ A, gdzie A jest podzbiorem przestrzeni R™, a kreska u géry oznacza
domkniegcie zbioru w R™.

Definicja 2.5 Niech U € R™, U # () i niech U bedzie zbiorem otwartym
w R™ w metryce, indukowanej w R™ przez R™. Zbiér OU = U N FrR™
nazywamy brzegiem zbioru U, a elementy x € QU nazywamy punktami
brzegowymsi zbioru U.

Uwaga 2.4 (a) Zbiér U jako zbiér otwarty w przestrzeni R™ nie zawiera
punktéw swojego brzegu topologicznego okreslonego w tej przestrzeni. Z
drugiej strony brzeg OU jest czescig brzegu topologicznego Fr U zbioru U
w przestrzeni R™. Jesli U = R™ to

U = OR™ = {z = (z1,22, ..., Ty) : 1 = 0} = FrR™.
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(b) Zbiory otwarte w R™ mozna podzieli¢ na dwie klasy. Jezeli U jest
otwarty w R™ i 9u = () to zbiér U jet réwniez zbiorem otwartym w R™.
Do drugiej klasy zaliczamy te zbiory otwarte w R, ktérych brzeg OU nie
jest pusty. Nie sa one otwarte w R™. Takie rozszerzenie rodziny zbiorow
otwartych pozwoli nam okresli¢ rozmaito$¢ z brzegiem.

Definicja 2.6 Zbiér M C R nazywamy rozmaito$cig (C°°-rozmaitosciq)
rézniczkowq wymiaru k z brzegiem w R™(1 < k < m), gdy dla kazdego
x € M istnieja zbiory U , V otwarte w R™ oraz C*°-dyfeomorfizm ®zU do
‘N/takie, zexeU=UnNM oraz

V=0U)={y eV yp1=Yps2= .. = Yo = 0}

jest zbiorem otwartym w R¥ w metryce, indukowanej przez R*. Odwzo-
rowanie ® : U — V| bedace zawezeniem ® do zbioru U nazywamy mapg
rézniczkowg okreslong w pewnym otoczeniu punktu x € M.

Uwaga 2.5 Niech M bedzie rozmaitoscia rézniczkowsa wymiaru k. Niech
x € M bedzie dowolnym punktem tej rozmaitosci a (®,U) mapa okre-
slona w otoczeniu tego punktu, tzn. x € U. Mozemy zalozy¢, sktadajac
ewentualnie mape ® z pewnna translacja, ze ®(xz)jest elementem wnetrza
Int R® zbioru R*. Niech V = ®_; (U NInt R* ). Wéwezas (®,V) jest mapa
spelniajaca warunki Definicji 2.6. Zatem kazda rozmaito$é¢ rézniczkowa jest
rozmaitoscig rézniczkows z brzegiem.

Definicja 2.7 Niech M bedzie rozmaitoscia rézniczkows z brzegiem.

(a) Punkt z € M nazywamy punktem wewnetrznym rozmaitosci M, gdy
U,V i ® mosna tak dobraé, by zbiér V = EI;(U ) byl otwarty w R¥. Zbior
punktéw wewnetrznych rozmaitosci M z brzegiem oznaczaé¢ bedziemy M°.

(b) Punkt = € M nazywamy punktem brzegowym rozmaitosci M, gdy
nie jest jej punktem wewnetrznym. Zbior M wszystkich punktéow brzego-
wych rozmaitosci M nazywamy brzegiem rozmaitosci M.

Uwaga 2.6 (a) Z Definicji 2.7 wynika natychmiast, ze zbiér M nigdy
nie jest pusty. Jezeli bowiem (®,U) jest dowolng mapa rozmaitosci M z
brzegiem to zbiér V = ®(U) N Int R¥ nie jest pusty i ®_1(V) C M.

(b) Nalezy zwr6cié uwage na to, ze M nie jest wnetrzem zbioru M w
przestrzeni R™ w sensie topologicznym. Jezeli 1 < k < m to wnetrze Int M
zbioru M w R™ jest w przeciwienstwie do M?°, zbiorem pustym.



5.2. RozMAITOSCI ROZNICZKOWE Z BRZEGIEM 43

(¢) Z Definicji 2.7 i Uwagi 2.7 wynika natychmiast, ze rozmaitosé réz-
niczkowa M wymiaru k to taka rozmaitosé rézniczkowa wymiaru k z brze-
giem, ktérej brzeg M jest zbiorem pustym . Innymi stowy wszystkie punk-
ty takiej rozmaitosci sa jej punktami wewnetrznymi.

(d) Podobnie jak w przypadku rozmaitosci (bez brzegu). kazda rodzine
map, ktérych dziedziny pokrywaja rozmaitos¢ z brzegiem M nazywamy
atlasem rozmaito$ci z brzegiem M.

Przyklad 2.5 (a) Wréémy do Przyktadu 2.4(a). Sprawdzimy, ze przedzial
domkniety w R jest rozmaitoscia rézniczkowa wymiaru 1, z brzegiem, w
R. Ograniczymy si¢ przy tym do przedz1a1u M =< 0,1 >. Rozpatrzmy
nastepujace zbiory: U; = (0,1), Uy = (— 2, 2) Us = (2, 2) pokrywajqce
przedzial M. Odpowiadaja im zblory Uy=UNM = (0,1), Uy = U2

M =< 0,1) oraz Us = UsnN M = (1,1). Okredlimy dyfeomorfizmy By, By i

<I>3 réwnosciami
i(z) =x—1, Py(z) = —x, i Py(z) = 2 —1

dlaxeRimechf/dlaz‘_lzza Wtedyf/l_(— 0), Vo = (1,1,
Vs = (—3 5 2) i dyfeomorfizm ®, przeksztalca wiec ViwV;,i=123. Po-
nadto mamy V; = &;(U;), wiec Vi = (—1,0), Vo = V3 = (—3,0 >. Zbiér V4
jest otwarty w R, a zbiory V5 i V3 sa otwarte w R_ = {x : x < 0} w metryce
indukowanej przez R. Zatem M =< 0,1 > jest rozmaitoscia rézniczkowa
z brzegiem, wymiaru 1, w R. Co wiecej, z naszych rachunkéw wynika, ze
punkty wewnetrzne przedziatu < 0,1 > sg punktami wewnetrznymi rozma-
itosci M, a OM = {0,1}, czyli sklada si¢ z punktéw 0 i 1. Atlas A sklada
sie z trzech map: ®; : U; :— V;, 1 = 1,2, 3.

(b) Rozpatrzmy domknieta potsfere M = S? w R? okreslona réwnoécia
S? = {z = (21,22,73) : 23 + 23 + 23 = 1,21 < 0}. Jak wiemy (Przyktad
2.3(d)), cala sfera S? jest rozmaitoécia réZniczkowq Wymiaru 2 w R3. Takze
polsfera bez brzegu, czyli {z = (1,72, 23) : 23 + 23 + 23 = 1,17 < 0}, jest
rozmaitoscia rézniczkows wymiaru 2 w R3, bo jest platem powierzchnio-
wym o réwnaniu 1 = —y/1 — 23 — 22, gdzie 23 + 13 < 1 (Przyklad 2.3(e)).
To znaczy, ze jezeli x = (x1,72,23) € M = S? i dodatkowo wiemy, ze
x1 < 0, to spelnione sg warunki Definicji 2.3, a tym samym takze Definicji
2.6. Wystarczy wiec wykazaé, ze warunki Definicji 2.6 spelnione sa w zbio-
rze tych x = (w1,22,23) € S?, dla ktérych z; = 0; zbiér ten oznaczamy
St wiemy, ze S jest rozmaitoécia rézniczkows wymiaru 1 na plaszczyznie
z1 = 0 (Przyklad 2.3).
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Punkty z¢ € S} sa postaci o = (0,29, 23), gdzie (29)? + (z§)? = 1. Dla
kazdego z nich istnieje kat g taki, ze 338 = cos 1y, :Ug = sin . Zalézmy
dodatkowo, ze xJ > 0 i xg > 0, wtedy kat 1° spelnia nieréwnosci 0 < g <
5- Niech 0 < Ry < 1 < Ry iniech Bg, i Bg, oznaczaja kule o srodku w
poczatku ukladu wspétrzednych 0 = (0,0,0) i o promieniach odpowiednio
Ry i Ry. Niech B, p, oznacza wnetrze ich réznicy Br, \ Br,. Bryla By p.
jest zbiorem punktéw x = (z1,x2, x3) spelniajacych réwnania

ry = rsinpcosy
Ty = TCOSEPCOSY (2.3)
r3 = rsiny,

gdzie —m < o <m, =5 <Y < 5, Ry <r < Ry. Ze zbioru B%I,R2 wycinamy
bryle U warunkami —e < Y <e€Py—e<Y<Yg+e R <r < Ry, gdzie

€ > 0 jest tak mate, by 0 < g — €19 + € < 5. Niech
V = (R1,Ry) x (—€,€) x (3o — €3 + ).

W zbiorze V okreslamy odwzorowanie ®_; wzorami (2.3). Zatem ®_; od-
wzorowuje V naU wzajemnie jednoznacznie. Co wiecej 5{VLl jest dyfeomor-
fizmem V na U , & odwzorowanie é, odwrotne do &3_1, jest dyfeomorfizmem
U na V. Niech U = U N 52, czyli

U = {x=(x1,22,23) : 11 = sinpcost),xg = cos pcosth, x3 = sin,
gdzie —e<¥ <0 1 to—e<tP <o+ e}

Wéwcezas

V = ®U)=0U)={(g,0,7): —e < p < 0,09 — € < < thg+e€,r =1}
= (—¢,0> x(thg —€,19 +€) x {1}.

Zbiér V jest otwarty w R? w metryce indukowanej przez R?. Zatem z,
spetnia warunki Definicji 2.6. Czytelnik zechce uzupelni¢ to rozumowanie,
uwalniajac si¢ od zalozenia, ze 29 > 0 i 23 > 0. Zechce takze zauwazy¢, ze
punkty zo € S} naleza do brzegu rozmaitosci rézniczkowej z brzegiem S?
czyli ze ST = 0S52.

(c) Walec C (cylinder) w R3, to powierzchnia

C = {z=(x1,00,23) 25 +25=1,-1<a3<1} = S'x < —1,1>,

sktadajaca sie z dwéch czeéci: powierzchni C, = {z : 22 + 23 = 1,1 <
r3 < 1} oraz okregéw S1 = {z: 2?4+ 23 =1, 03 =1}iS 1 ={z: 23 +23 =
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1,z3 = —1}. Pokazemy wpierw, ze C, jest rozmaitoScia r6zniczkowa wy-

miaru 2 w R3. Walec C jest iloczynem kartezjanskim przedziatu < —1,1 >

i okregu S!, dlatego konstruujac atlas wykorzystamy Przyktad 2.3 (c).
Niech 0 < R; < 1 < Ry and € > 0. Okredlimy najpierw cztery zbiory

Ur, Uy, Us, Uy otwarte w R? przyjmujac:

U, = {($1,$2,$3)€R31R1<$%+1‘%<R2, —%<1‘3<1—|—5, z1 >0}
Uy = {(xl,xg,xg)6R3:R1<x%+az%<R2, —%<x3<1+5, z1 < 0}
U = {(xl,xz,x;;)ER?’:R1<:1:%+9:§<R2, —%<3§3<1+5, zy >0}
Ur = {(x1,29,23) € R®: Ry < a? 4+ 2% < Ry, —%<a:3<1+5, zy < 0}.

Niech U; = C'N ﬁl, 1 =1,2,3,4. Okreslimy teraz dyfeomorfizm @, zbioru
Uy na zbiér
Vi = {(5,gp,p)€R3:—g<5<€, Ri < p < Ro, —g<¢<g}.
wzorem
By (x1, 20, x3) = Bi(pcose, psing, x3) = (x3—1,¢0,p—1).

Wtedy ) jest dyfeomorfizmem Uy onto V4 takim. ze

3
Vi = ®(U1) = {(3,,0) € R?: —§<6<e,—g<¢<g}

oraz

31 (U1 N81) = {(0,9,0) € R?: ——<¢>< }

Podobnie zmieniajac przedzial okreslonosci zmiennej ¢ deﬁnmJemy zbiory
Vi, Vi i dyfeomorfizmy ®;, i = 2,3, 4.

Nastepnie okreslamy zbiory U, V;, oraz dyfeomorfizmy By, 0= 5,6,7,8,
zwiazane ze zbiorem C_j. Dla przyktadu opiszemy dyfeomorfizm <I>5, pozo-
stale okredlamy analogicznie. Przyjmiemy

~ 1
Us = {(w1,72,23) €ER*: Ry <22 + 23 < Ry, -1 —e<a3< 5 T >0},
05 (21,29, 23) = Pi1(peos, psing,x3) = (1—z3,0,p—1),

oraz Vs = VI, Us = Us N C. Wowczas Vi = &)1(U1) C R? oraz ‘55(U5 N
S_l) = (I)1<U1 N Sl)
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Rodzina map {(®;,U;)}i=1,. 8, jest atlasem rozmaitosci z brzegiem C.
Przyjmujac w definicji zbiorow iﬁ, 1 =1,2,3,4, nieréwnosé —% <zz<l1
zamiast —% < x3 < 14¢, a w definicji zbioréw ﬁ;, 1=>5,6,7,8, nieré6wnosé
—-1<z3 < % zamiast —1 —e < x3 < % stwierdzamy tatwo, ze kazdy punkt
X € C, jest punktem wewnetrznym rozmaitosci C. Z konstrukcji wynika
zatem, ze 0C = C; U C_q.

Twierdzenie 2.3 (o brzegu rozmaito$ci) Niech M bedzie rozmaitosciq
rozniczkowg wymiaru k z brzegiem. Wowczas:

(a) zbior punktéow wewnetrznych M° jest rozmaitoscig rézniczkowq (bez
brzegu) wymiaru k,

(b) jezeli brzeg OM nie jest zbiorem pustym to jest rozmaitosciq rézniczkowq
(bez brzegu) wymiaru k — 1,

(¢) rozmaitosé M jest sumq rozlgczng M° 1 OM t.zn.

M = M° U OM i M°NoM = 0.

Dowéd. Punkt (a) i (c) wynikaja wprost z Definicji 2.7 1 Uwagi 2.6. Wyka-
zemy punkt (b). Niech x bedzie elementem brzegu OM. Z definicji istnieje
mapa (®,U) rozmaitoéci M taka, ze 2 € U. Niech & : U — V bedzie
dyfeomorfizmem definiujacym mape ® : U — V. Poniewaz x € OM, wiec
d(x) € ORE . W przeciwnym razie zawezajac dziedzine U mapy ® otrzyma-
libyémy zbiér ®(U) otwarty w R, wiec z nie bytby punktem brzegowym.
Pokazemy, ze

DU NIM) = ®U)NIR* c R = {(x1,...,2z4) : &, = 0}.

Niech y € UNOM. Wéwezas ®(y)) € ®(U). Gdyby ®(y) ¢ OR* | to moznaby
zawezi¢ dziedzing U mapy ® do zbioru Uy takiego, ze y € Uy i ®(Up)
byltby zbiorem otwartym w R¥. To przeczy jednak temu, ze y € OM. Zatem
®(UNIM) C ®(U)NIRE.

Niech ¢ € ®(U) N OR* . Wéwczas istnieje y € U takie, ze ®(y) = &.
Przypusémy, ze y € U \ OM. Wéwezas istnieje mapa ¢ : Uy — V; taka, ze
y € Uy 1 V] jest zbiorem otwartym w R¥. Zbiér Uy = UNU; jest niepustym
zbiorem otwartym w M. Odwzorowanie

do ((I)l)—l : (I)l(UQ) — @(UQ)

jest homeomorfizmem, a zbiér ®;(Us) C V jest otwarty w R¥, wiec otwarty
w R¥ jest réwniez zbior ®(Us). Ale ®(Us) C R* | wiec ®(Us) N IR = (),
co przeczy temu, ze ®(y) € OR® . Zatem nie moze byé y € U\ OM, czyli
zachodzi y € OM, a ponadto ®(U NOM) = &(U) N ORF c RF1.
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Niech ¥ = ®|yngar. Wprost z definicji mamy
U = Dlyron = Plon-

Zatem
U:UNIM — ®U)NIRF c R¥!

jest mapa rézniczkowa okreslona w otoczeniu punktu x. Punkt = byt do-
wolnie dobranym punktem zbioru 0M. Dowiedliémy wiec, ze M jest roz-
maitodcia wymiaru k — 1 (bez brzegu). |

2.3 Funkcje gtadkie na rozmaitosci rézniczkowej

Zajmiemy sie obecnie przeniesieniem pewnych pojeé¢, dotyczacych funkcji
i odwzorowan gtadkich f : U — R i f : U — R"™ z przypadku, gdy U
jest otwartym i niepustym zbiorem w R™ (por. § 4.3) na przypadek, gdy
f jest okreslona na rozmaitosci rézniczkowej M wymiaru k£ w R™, tj. gdy
f:M—-Rif: M — R"” Ograniczymy sie do rozmaitosci bez brzegu,
jest to wystarczajace, bo kazda rozmaito$¢ z niepustym brzegiem jest suma
rozlaczna dwéch rozmaitosci bez brzegu (por. Twierzenie 2.3). Gladkosé
funkeji f : M — R okreslamy jako gladkosé zlozenia fo®_; : ®(U) — R,
gdzie (®,U) jest mapa roézniczkowa, okreslona w otoczeniu U punktu x €
M.

Definicja 2.8 (a) Funkcje f: M — R, gdzie M jest rozmaitoScia réznicz-
kowa wymiaru k£ w R™, nazywamy gladkq, gdy dla kazdego punktu x € M
istnieje taka mapa rézniczkowa (®,U), ze funkcja fo®_1 : ®(U) — R jest
gladka w ®(U) C R¥, tj. fod_1 € C®(®(U)). Jezeli ponadto f(x) = 0 po-
za pewnym zbiorem zwartym w M to méwimy, ze f jest gladka i o zwartym
nosniku w M.

(b) Rodzine wszystkich funkcji gtadkich okreslonych na rozmaitosci réz-
niczkowej M (gladkich i o zwartym nosniku) oznaczamy C*°(M) (CG°(M)).

Uwaga 2.7 (a) Jak zauwazyliSmy wezesniej, Uwaga 2.3 (d), otwarty, nie-
pusty zbior U C M jest rozmaitodcia rézniczkows tego samego wymiaru co
M. Zatem definicja okresla rowniez funkcje gltadkie f : U — R oraz funkcje
gtadkie i o zwartym noéniku zawartym w U. Rodzine wszystkich funk-
cji gladkich w U (gladkich i o zwartym nosniku w U) oznaczamy C*°(U)
(CE(U)).
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(b) Przypuéémy, ze (®1,U;) i (P2, Uz) sa dwiema mapami, okreslonymi
w otoczeniach U i Us punktu x € M rozmaito$ci rézniczkowej M. Niech
f M — R. Gladko$¢ funkcji f mozna wéwcezas zdefiniowaé na dwa sposoby,
wymagajac spelnienia warunku

(W1) fo(®1)-1 € C™(P1(U1)) lub (Wa) fo(P2)1 € CF(Py(U2)).

Sprawdzimy, ze warunki te sg sobie réwnowazne na czeéci wspoélnej Uy NUs;
wystarczy pokazaé¢ np., ze (Ws), czyli funkcja f o (®2)—1 : (P2)(U2) — R
jest gtadka. Mamy:

fo(®1)-1 = fo((®2)-10®P2)0(R)—1 = [fo(P2)-1] 0 [P20(P1)-1].

Wiemy, ze ®9 0 (®1)_1 : ®1(U; NUz) — Po(U; N Us) jest dyfeomorfizmem
w RF (Uwaga 2.1(c)). Z zalozenia, funkcja f o (®2)_1 : ®o(Us) — R jest
gladka, wiec tym bardziej f o (Pg)_1 : 2(U; NUsz) — R jest gladka. Stad
funkcja f o (®1)_1, jako zlozenie funkcji gladkiej z dyfeomorfizmem, jest
tez funkcja gtadka na ®1(U; NUs), zatem zachodzi warunek (W), gdzie U;
zastapiono przez Uy N Us.

Niech M bedzie rozmaitoscia rézniczkowa wymiaru k£ w R™ (1 < k <
m) i niech Q bedzie zbiorem otwartym w R™ takim, ze M C €. Niech
f = Flu : M — R bedzie zawezeniem funkcji gladkiej FF € C*°(R™)
do zbioru M, tj. f(z) = F(z) dla x € M. W trakcie dalszych rozwazan
odpowiemy na nastepujace dwa pytania:

(a) czy zawezenie f = F|p : M — R funkcji gladkiej w Q jest gladkie w
M (Lemat 2.1)7

(b) Czy dla kazdej funkcji f € C5°(M) istnieje funkcja F' € C°(Q2) taka,
ze F|y = f (Lemat 2.3)7

Lemat 2.1 Niech M bedzie rozmaitoscig rézniczkowg wymiaru k w R™.
Niech 0 C R™ bedzie zbiorem otwartym w R™ takim, ze M C Q. Wowczas
jezeli F € C*(Q) to F|py € C°(M).

Dowdd. Niech (®,U) bedzie mapa rézmiczkowa, a ® : U — V zwigza-
nym z nig dyfeomorfizmem. Mozemy zalozyé, ze U C Q. Poniewaz ®_; i
F sy odwzorowaniami gladkimi, wiec F o ®_; € C°°(V) . Wowezas jednak
Fod®d ,=Fo &’_1|ka~/ jest tez funkcja gladka. Stad funkcja F|ps jest

gltadka, bo Flpyyo®_1 = Fo®_. [ |

Wykazemy obecnie nastepujacy lemat:
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Lemat 2.2 Niech U bedzie otwartym podzbiorem rozmaitosci rézniczkowej
M, a U, - zwartym podzbiorem zawartym w U. Wéwczas istnieje funkcja
p € C°(M) taka, ze nosnik suppyp C U, 0 < ¢(x) < 1 dla kazdego x € M
oraz p(z) =1 dla x € U,.

Dowéd. Istnieje zbioér U otwarty w R™ taki, ze UnNM = U, a zbior U,
jest zwartym podzbiorem zbioru U, wiec tym bardziej zbioru U. Na pod-
stawie Twierdzenia 1.1, istnieje funkcja ¢ € C*°(R™) taka, ze supp ¢ C U
oraz o(x) = 1 dla x € U,. Stosujac Lemat 2.1 latwo zauwazy¢, ze funkcja
© = ¢|n spelnia teze Lematu 2.2. |

Wykazemy obecnie tatwo twierdzenie o rozkltadzie jedynki na rozma-
itosci rézniczkowej (por. Twierdzenie 1.2 w przypadku, gdy M = U jest
zbiorem otwartym w R™).

Twierdzenie 2.4 (o rozkladzie jedynki na rozmaitosci) Niech P =
{Ua}aca bedzie pokryciem rozmaitosci rézniczkowej M w R™. Wowczas
1stniejq

(a) skoriczone lub przeliczalne, lokalnie skoriczone pokrycie P1 = {G;}ier
rozmaitosci M takie, Ze kazdy ze zbioréw Gy jest zwarty i zawarty w pewnym
elemencie pokrycia P,

(b) skoriczona lub przeliczalna rodzina funkcji o; € C*°(M) taka, Ze supp p; C
Gi oraz 0 < ¢i(x) <14 Y, pi(x) =1 dla kazdego x € M.

Dowéd. (a) Zbiér U, jest dla kazdego a € A otwartym podzbiorem
rozmaitosci M, wiec istnieje zbior Ua otwarty w R™ taki, ze UaNM =U,.
Niech Q2 = UaeAﬁa, wtedy €2 jest zbiorem otwartym w R™ i M C Q. Z
Lematu 1.2 zastosowanego do przestrzeni metrycznej < €2, p > z metryka p
indukowana przez R™ wnosimy, ze istnieje pokrycie Py = {Z;}; skonczone
lub przeliczalne, oraz lokalnie skonczone zbioru €2 takie, ze kazdy ze zbiorow
Z; jest zwarty i zawarty w pewnym zbiorze U,. Wéwezas Py = {Gi}i, gdzie
G; = Z; N M jest pokryciem skonczonym lub przeliczalnym oraz lokalnie
skonczonym rozmaitoéci M oraz kazdy ze zbioréw G; jest zwarty i zawarty
w pewnym zbiorze elemencie pokrycia P. To konczy dowdéd warunku (a).

(b) Z Twierdzenia 1.2 wynika, ze istnieja funkcje ¢; € C*(Q) takie,
ze supp ¢; C Z; oraz 0 < @;(z) < 11 ), ¢i(x) =1 dla x € Q. Oznaczmy
©i = @i|nmr, wowcezas suppw; C G oraz 0 < p;(z) < 11>, pi(z) =1 dla
x € M. Na podstawie Lematéw 2.1 i 2.2 mamy ¢; € C®°(M), co konczy
dowdd warunku (b). |
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Lemat 2.3 Niech M bedzie rozmaitoscig rézniczkowq wymiaru k w R™,
k < m. Niech Q C R™ bedzie zbiorem otwartym w R™ takim, Ze M C Q.
Wowczas, jezeli f € CP(M), to istnieje funkcja F € C(Q) taka, Ze
Fly=1f.

Dowéd. (a) Jezeli k = m to mozemy przyja¢ F(zx) =0dlaz € Q\ M.
Takie rozszerzenie daje nam funkcje gtadka na €, gdyz supp f jest zbiorem
zwartym zawartym w zbiorze otwartym M. Poza tym F|y = f, wiec F
spetnia tez¢ Lematu. Zalozymy zatem, ze k < m.

Przypu$émy wpierw, ze istnieje taka mapa rézniczkowa (®,U), ze f €
CS°(M) i supp f C U. Niech (<T>, 17) bedzie para, wyznaczajaca zgodnie z
Definicja 2.3 mape (®,U); mozemy przy tym zalozyé, ze U C Q. Wtedy
funkcja g = f o ®_1 jest okreslona i gladka na zbiorze V = i)(U) =o(U).
Odwzorowanie ® jest homeomorfizmem i supp g = ®(supp f), wiec supp g
jest zbiorem zwartym zawartym w zbiorze otwartym V' C V. Z Twierdzenia
1.1 wnioskujemy, ze istnieje funkcja gtadka 1) na V réwna 1 na supp g itaka,
ze supp ) C V. Oznaczmy

G(z,y) = Y(x,y)(foP_1)(z) dla x € RF y e R™F

Wowezas

G e Cr(®(U)) oraz G(x,0) = (fod_1)(z) dla z €V (2.4)

Niech F = G o . Funkcje F', okreslona w U mozemy rozszerzy¢ do €2
przyjmujac F(z) = 0 dla 2 € Q\ U. Takie rozszerzenie daje nam funkcje
gltadkg na €, gdyz supp F' C U. Poza tym F|y = f, wiec F spelnia teze
Lematu.

(b) Odrzucimy obecnie zalozenie, ze dla pewnej mapy (®,U) zachodzi
supp f C U. Niech f € C°(M) bedzie dowolna. Niech {U;}; bedzie po-
kryciem lokalnie skonczonym rozmaitosci M dziedzinami pewnych map, a
{pi}:i - zwiazanym z nim rozkladem jednosci. Zbiér supp f jest zwarty, na
podstawie zalozenia. Zatem jedynie skonczenie wiele zbioréw U; ma niepu-
sty przekrdj z supp f. Stad

l
flz) = Zf(m)gpij(x) dla z € M.
j=1

Stosujac czes¢ (a) dowodu do funkcji fj(z) = f(z)pi;(x), ktére sa funk-
cjami o zwartym nosniku zawartym w U; wnioskujemy, ze istnieja funk-
cje F; € C°(Q) takie, ze Fj|lp = fj. Niech F = é‘:l F;. Wéwczas
F e C3o(M) oraz Flar = Xy Fjlu = Xy 5 = f. n
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2.4 Pole wektorowe i przestrzen styczna

Raz jeszcze zalozymy, ze M jest rozmaitoscig rozniczkows bez brzegu. Jest
widoczne, ze C*°(M) oraz C3°(M) sa algebrami przemiennymi ze wzgle-
du na dodawanie i mnozenie funkcji . Zatem, zgodnie z Definicja 1.4 (a),
maja sens rézniczkowania algebry C*°(M). Kazde takie rézniczkowanie na-
zywamy polem wektorowym (Definicja 1.6) na rozmaito$ci rézniczkowej M
a rodzine wszystkich p6l wektorowych oznaczamy przez I'(M). Definiujac
dzialania na ich elementach X, Y wzorami (1.6), tj. jezeli X, Y € I'(M), to
(X+Y)(f) = X(f)+Y ()i (9X)(f) = gX(f) dla f,g € C=(M) ranwaa-
my, podobnie jak w przypadku pél wektorowych na zbiorze otwartym U w
R™ (Twierdzenie 1.4), ze I'(M) jest modutem nad pierscieniem z jednoscia
C*(U) ; co wiecej, jezeli f = const € C*(M) i X € I'(M), to X(f) =0
. Wszystkie powyzsze uwagi dotycza réwniez algebr C*°(U), C°(U) oraz
modutu I'(U), gdy U jest otwartym niepustym podzbiorem M, gdyz jak za-
uwazylidmy wczesniej taki zbior U jest rozmaitoécia tego samego wymiaru
co M.

Przeniesiemy z przypadku przestrzeni R™ na przypadek rozmaitosci
rézniczkowej M Twierdzenie 1.5 o lokalizacji dla pola wektorowego:

Twierdzenie 2.5 (o lokalizacji pola wektorowego na rozmaitosci)
Niech U bedzie otwartym podzbiorem rozmaitosci rozniczkowej M, a 'V
otwartym podzbiorem wilasciwym zbioru U. Wowczas

(a) jezeli g € C*(U) i g(z) = 0 dla kaidego x € V, to dla kazZdego pola
wektorowego X € I'(U) i dla kazdego x € V' zachodzi réwnosé X (g)(x) =0
(b) jezeli f(y) = g(y) dla kazdego y nalezacego do pewnego otoczenia otwar-
tego V punktu x € U, to (X(f))(z) = (X(9))(x).

Dowéd tego twierdzenia jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 1.5.
Zachecamy Czytelnika do przeprowadzenia odpowiedniego rozumowania .

Naszym najblizszym celem jest wykazanie, ze lokalnie w pewnym oto-
czeniu kazdego punktu, pola wektorowe na rozmaitosci reprezentuja sie
podobnie jak w przypadku pdél okreslonych na podzbiorze otwartym w
R™. Najpierw jednak wykazemy nastepujacy lemat wigzacy pola wekto-
rowe okreslone na calej rozmaitosci z polami wektorowymi okreslonymi na
wlasciwym podzbiorze otwartym tej rozmaitosci.

Lemat 2.4 Niech M bedzie rozmaito$ciq rozniczkowq i niech U C M be-
dzie niepustym zbiorem otwartym w M. Wowczas

(a) dla kazdego X € T'(M) istnieje takie Y € T'(U), ze dla kazdej funkcji
feC®(M) ikaidego x € U zachodzi réwnosé X (f)(x) =Y (flv)(x),
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(b) dla kazdego X € I'(U) i kazdego zbioru otwartego U, takiego, Ze do-
mkniecie U, jest zwartym podzbiorem zawartym w U istnieje pole wektorowe
Y € I'(M) takie, ze

Y(N)y) = X(flv,) )

dla kazdego f € C°(M) i kazdego y € U,.

Dowdéd. (a) Niech x € U. Zbiér U jest otwarty, wiec istnieje kula K (z,€) o
srodku w punkcie x i o promieniu € > 0 w przestrzeni metrycznej < M, p >,
zawarta w U. Na podstawie Lematu 2.2 istnieje funkcja ¢ € C°(U) taka,

ze suppp C K(z,€) oraz o(y) = 1 dla y € K(z,%e). Niech f € C®(U).
Wowczas ¢f € C°(M), mozemy wiec okresli¢ Y wzorem

Y(f)(x) = X(of)(z) dlaxeU. (2.5)

Z Twierdzenia 2.5 wnosimy, ze definicja Y nie zalezy od wyboru funkcji
@, réwnej 1 w pewnym otoczeniu punktu x. Réwnosé (2.5) definiuje funk-
cje gltadka na U, jezeli f € C*°(U). Ponadto odwzorowanie f — Y f jest
liniowe, co wynika natychmiast z liniowosci X.

Pokazemy, ze Y jest rézniczkowaniem algebry C°°(U). Niech bowiem

Y € CX(M), przy czym suppy C K(z,1e) i ¢(y) = 1 dlay € K(x, 1e).
Niech g € C*(U). Woéwczas

Y(f-9)(x) = X(@f g)(x) = X@f-pg)(z) =
V() f(2) X (pg)(z) + @(z)g(2) X (¥ - f)(z) =
f(@)Y(g9)(x) + g(z) X (g)(z).

Zatem Y € I'(U). Wprost z okreslenia mamy réwnosé
Y(flo)@) = X(f)z) dazeU
(b) Niech funkcja ¢ € CS°(M) bedzie taka, ze suppy C U i(y) =1
dla y € U,. Niech g € C*®°(M). Okre$lamy Y réwno$ciami
V() X(glo)(y)  edyyeU
0 gdy y ¢ U.

Poniewaz nosnik supp i jest zbiorem zwartym zawartym w zbiorze otwar-
tym U, wiec Y (g) jest funkcja gtadka na M. Bezposredni rachunek pokazuje
, ze g — Y (g) jest polem wektorowym na M. Ponadto, jedli y € U, to

Y(9)(y) = X(glv)(y), gdyz ¢(y) =1.

Y(9)(y) = {
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Przeniesiemy obecnie Twierdzenie 1.6 o reprezentacji pél wektorowych
na przypadek rozmaitosci rozniczkowej M wymiaru k, 1 < k < m w miejsce
R™. Przypomnijmy, ze jezeli f € C*°(U), gdzie U jest zbiorem niepustym
i otwartym w R™, to przez 0;f(x) oznaczamy pochodna czastkowa g—é(a@),
gdzie i = 1,2,...,m (por. Przyklad 1.5(a)). Jest widoczne, jezeli (®,U) jest
mapg rozmaitosci rézniczkowej, to odwzorowania

f—0i(fo®_1)(®(z)), gdziei=1,2,....k (2.6)

dla f € C*°(U) sa polami wektorami na U . Takie pole wektorowe oznaczmy
symbolem 9.

Twierdzenie 2.6 (o lokalnej reprezentacji p6l wektorowych) Niech
(®,U) bedzie mapq rézZniczkowq rozmaitosci rézniczkowej M wymiaru k w
R™ (1 < k < m). Wéwezas pola wektorowe 0f € T'(U) (i = 1,2,...,k)
stanowiq baze modutu I'(U)

Dowdéd. Niech X € T'(U). Wéwezas
C*(®(U)) 3 9 — X(g0 @) (®-1(¢))

jest polem wektorowym na ®(U) C R*. Z Twierdzenia 1.6 wnosimy, ze

X(go®)(2-1(¢) = DY ci(&)dig(€)
i=1
dla pewnych funkcji ¢; € C*(®(U)), i = 1,2,...,k. Niech f € C*(U) i
niech g = f o ®_;. Wéwczas przy { = ®(z) otrzymujemy

k

X(f)x) = X(go@)(2-1(8) = >_ci(€)dig(€)

=1
k k
= > (0 ®)(@)i(f 0 D_1)(B(x) = 3 bilw)P(f)(x),
i=1 1=1

gdzie b; = c;0®P. Zatem kazde pole wektorowe daje si¢ przedstawié jako kom-
binacja liniowa pél 9. Aby zakonczyé dowéd wystarczy pokazaé, ze pola
te sa C°°(U)- liniowo niezalezne. Niech f;(z) = (®(x)); dla i = 1,2,..., k,
gdzie ((®(x)); oznacza i-ta wspétrzedna punktu ®(x) € R¥. Wowczas

L gdy it=y

@) = 0(fio®)(@()) = by = {O 2
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To dowodzi liniowej niezaleznosci pél wektorowych 8;1’, j=12.. %k N

Whniosek 2.1 Niech M bedzie rozmaitoscig rozniczkowq wymiaru k w R™.
Dla kazdego punktu x € M tej rozmaitosSci mozna znalezé

(a) otoczenie otwarte U, punktu x w M,

(b) pola wektorowe Y1,..., Y, € T(M),

o tej wlasnosci, ze dla kazdego pola wektorowego X € I'(M) istniejq funkcje
bi,...,b € C°(M) takie, ze

dla dowolnej funkcji f € C*°(M) i dowolnego y € U,.

Dowdd. Niech (®,U) bedzie dowolna mapa taka, ze x € U. Istnieje
woéwcezas zbiér otwarty U, taki, ze x € U,, U, C U i U, jest zbiorem
zwartym. Z Lematu 2.4 (a) wnosimy, ze dla kazdego pola X € I'(M) istnieje
pole Y € I'(U) takie, ze

X(HW) =Y(flo)y) dakadego yeU i feC®(M). (27)

7 Twierdzenia 2.6 wynika natomiast, ze istnieja funkcje c1,...,cx €
C>(U) takie, ze

Y = f:ci(x)afb .. (2.8)
=1

Z punktu (b) Lematu 2.4 wnosimy skolei, ze dla kazdegoi = 1, ..., k istnieje
pole wektorowe Y; € T'(M) takie, ze

Yi(f)y) = 0F(flu)y)  dlakazdego yeU, i feC®(M),. (2.9)

Niech ¥ € C3°(M) bedzie funkcja gladka, przyjmujaca wartosé 1 na zbiorze
U,, o noéniku zawartym w zbiorze U iniech b; = ¢ ¢;,© = 1,..., k. Woéwczas
z réwnan (2.7)-(2.9) otrzymujemy

Y(f)y) = Zbi(y)Yi(f)(y) dla kazdego y €U, i fe€C™(M).
[ |

W nastepnym twierdzeniu zajmiemy sie problemem rozszerzania (por.
Lemat 2.3) w przypadku pél wektorowych.



5.4. POLE WEKTOROWE I PRZESTRZEN STYCZNA 55

Twierdzenie 2.7 (o rozszerzaniu pola wektorowego) Niech M bedzie
k-wymiarowq rozmaitoscig rézniczkowq, 0 < k < m, oraz niech X € T'(M)
bedzie polem wektorowym na M. Niech ponadto Q@ C R™ bedzie zbiorem
otwartym takim, ze M C Q. Wowczas istnieje pole wektorowe X e Q)
takie, Ze

X(f)(x) = X(fla)(@)
dla kazdej funkcji f € C*(Q) i dla kazdego = € M.

Dowdéd. Niech A = {(®q, Uqy)}o bedzie dowolnym atlasem rozmaitosci M.
Niech ® : U, — V,, bedzie dyfeomorfizmem zwigzanym z mapa (Po, Uy)-
Mozemy zalozyé, ze U, C 2. Rodzina B = AU {2\ U, ﬁa} jest pokryciem
zbioru ) zbiorami otwartymi. Z Twierdzenia 1.2 mozemy zatem wniosko-
wac, ze istnieja:

(a) lokalnie skoficzone, co najwyzej przeliczalne, pokrycie {U;} zbioru Q
takie, ze U, C Ua, dla pewnego «,

(b) rozklad jedno$ci @; zwiazany z pokryciem {U;}.

Niech U; = U;N M oraz &; = ®,|y, jesli U; € U,. Rodzina A, = {(®;, U;)}s
jest wowczas co najwyzej przeliczalnym atlasem rozmaitosci M. Natomiast
rodzina funkcji {¢; = @i|ar}i jest rozkladem jednosci na M zwiazanym z
lokalnie skonczonym pokryciem {U;};.

Przyjmijmy X; = ¢; X, wtedy X; jest polem wektorowym na M o tej
wlasnosci, ze gdy x ¢ supp i, to X;(f)(z) = 0 dla dowolnej funkcji f €
C>(M). Niech ®; : U; — V; bedzie dyfeomorfizmem zwigzanym z mapa
(®;,U;). Odwzorowanie

C™(Vi) 2 g — Xi(g o ®:)((®i)-1(8))

jest polem wektorowym na V; = &;(U;); oznaczmy je przez Y;. Z okreslenia
X; otrzymujemy natychmiast, ze Y;(g)(§) = 0 jesli & nie jest elementem
zwartego zbioru K; = ®;(supp ;). Zatem pole Y; jest zerowe poza zbiorem
zwartym K.

Okreslimy na V; = 52(@) nowe pole wektorowe, ktére bedzie sie po-
krywato z polem Y; na zbiorze V;. Niech v¢; bedzie funkcja gtadka na R™
taka, ze supp; C V; oraz Yi(x) = 1 dla x € K;; takie funkcje istnieja na
podstawie Twierdzenia 1.1. Niech

Yi(9)(&n) = vi&,n)Yilghy)(€) dla  £eV;CRF, neR™H

gdzie g € C*°(R™). Czytelnik sprawdzi tatwo , ze Y; jest polem wektorowym
na V;, przyjmujacym dla kazdej funkcji g wartoéé 0 we wszystkich punktach
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poza nosnikiem funkcji ¢;. Z wlasnosci funkcji ; wynika natychmiast, ze

Yi(9)(€,0) = Yi(glv)(©).

Okreslmy dla f € C*(Q)
7. Yi(f o (@:)-1)(®i(2)) gdy @ € Ty
0 gdy z € Q\ U;.

Czytelnik latwo zauwazy, ze X; jest polem wektorowym na Q i Xl( fx) =
Xi(flm)(x) dla z € U;. Oznaczmy

=YX
%

Pole wektorowe X; jest zerowe poza zbiorem U;. Zbiory te tworza pokrycie
lokalnie skonczone zbioru (2. Zatem ta suma uzyta w okresleniu X jest
skonczona w otoczeniu dowolnego punktu z € . Wynika z tego, ze X €
I'(Q2). Ponadto dla z € M zachodzi

X(f)(z) = Z)zi(f>(x) = ZXi(f\MWU) =
Zwi(ﬂf)X(f!M)(x) = X(flm)(z).

To konczy dowdd. |

W §4.3 wprowadzilidmy pojecie przestrzeni stycznej do zbioru niepu-
stego i otwartego U w przestrzeni R™ w punkcie p € U, a takze pojecie
wektora stycznego oraz wiazki stycznej do U (Definicja 1.7). Pojecia te roz-
szerzymy obecnie na przypadek rozmaitosci rézniczkowej w R™. Wpierw
wprowadzimy pewne pojecia, dotyczace przestrzeni liniowych nad cialem
K liczb rzeczywistych lub liczb zespolonych (I, Czesé 1, §5 oraz 11, Czeéé 2,
Definicja 1.23).

Definicja 2.9 Niech X oraz Y bedg przestrzeniami liniowymi nad cialem
K iniech T : X — Y. Moéwimy, ze T jest operatorem liniowym z X do Y,
gdy

T(x1+x2) = T(x1)+T(x2) 1 T(ax) = aT(z)

dla kazdych z1,x9,2 € X oraz a € K. Gdy Y = K, to operator liniowy
T : X — R nagywamy funkcjonatem liniowym lub formg liniowg.
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Rodzina funkcji gladkich okreslonych na rozmaitosci C°°(M) jest alge-
brg na R a wiec zarazem przestrzenia wektorowa nad R. Mozemy zatem
mowi¢ o formach liniowych okreslonych na C°°(M). Jezeli p € M jest
dowolnym punktem rozmaitoéci M a X € I'(M) dowolnym polem wekto-
rowym to mozemy okresli¢ forme liniowa X, na C°°(M) wzorem

Xp(f) = X(N)p)  dla feC™(M).

Nastepujaca definicja uogdlnia Definicje 1.7 na przypadek, gdy zbior
U C R™, niepusty i otwarty, zastapi¢ rozmaitoscig rézniczkowa M C R™:

Definicja 2.10 Niech M bedzie rozmaitoscig rézniczkowa w R™ i niech
p € M. Rodzing T,M wszystkich form liniowych {X, : X € I'(M)} nazy-
wamy przestrzeniq styczng do rozmaitosci M w punkcie p. Elementy prze-
strzeni T, M nazywamy wektorami stycznymi do M w punkcie p, a sume
TM = Upepn Tp(M) wszystkich przestrzeni stycznych T),(M) nazywamy
wigzkq styczng do M.

Wykazemy nastepujace twierdzenie, bedace uogélnieniem Twierdzenia
1.7 o przestrzeni stycznej do zbioru otwartego U C R™:

Twierdzenie 2.8 (o przestrzeni stycznej do rozmaitosci) Niech M be-
dzie k-wymiarowq rozmaito$ciq rézniczkowg w R™ (1 < k < m). Wowczas
(a) przestrzen styczna TyM jest dla kazdego p € M przestrzenig wektorowq
nad R wymiaru k,

(b) forma liniowa L : C°(M) — R jest wektorem stycznym w punkcie
p € M wtedy 1 tylko wtedy gdy

L(fg) = f(p)L(g9) +g(p)L(f)
dla dowolnych f,g € C*>°(M).

Dowéd. (a) uzyskuje sie tak jak w Twierdzeniu 2.6, uwzgledniajac Uwage
2.7, natomiast (b) uzyskujemy jak w Twierdzeniu 1.7 . |

Uwaga 2.8 Niech p € M bedzie dowolnym punktem rozmaitoéci k-wy-
miarowej M. Jezeli (®,U) jest mapa tej rozmaitosci taka, ze p € U to z
Twierdzenia 2.6 wynika natychmiast, ze wektory styczne 8}7}), i =1,...k
okreslone wzorem

o (f) =0 (f)p),  feC )

stanowig baze przestrzeni stycznej T,,M.
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Przyklad 2.6 Niech M bedzie rozmaitoscig rézniczkowa w R™ i niech
punkt p € M bedzie ustalony. Niech v : (—¢,¢) — R™, gdzie € > 0, bedzie
krzywa gltadka w R™, lezaca na M (tj. y(—e,€) C M) i taka, ze v(0) = p.
Zdefiniujemy 4(0) : C*°(M) — R wzorem

50)(f) = lim f((®) — f(p)

t—0 t

= (fov)(0).

Z wtasnosci pochodnej i Twierdzenia 2.8 (b) wynika natychmiast, ze (0)
jest wektorem stycznym do M w punkcie p. Wektor 4(0) nazywamy wekto-
rem stycznym do krzywej v w punkcie p. Pokazemy, ze kazdy wektor styczny
do M w punkcie p jest wektorem stycznym do pewnej krzywej gtadkiej ~
lezacej w M i przechodzacej przez p:

Lemat 2.5 Niech M bedzie rozmaitoscig réziniczkowq wymiaru k w R™,
k < m i niech p € M. Jezeli v € T,M(v # 0), to istnieje krzywa gladka
v:(—€€) = R™ (e > 0) taka, ze y(—e,e) C M,v(0) =p i v =5(0).

Dowdéd. Niech (®,U) bedzie mapa taka, ze p € U. Niech v € T,M, v # 0.
Woéwezas istnieje pole wektorowe X € I'(M) takie, ze v = X,,. Z Twierdze-
nia 2.6 i Lematu 2.4 (a)wynika, ze

k
X(f)@) =D ai(@)d (flu)(x) dla z €U, feC™(M)

i=1
przy pewnych a; € C*°(U). Niech 7 : (—e,€¢) — ®(U) bedzie krzywa postaci
F(t) = (a1(p)t + (2(p))1; - ak(P)t + (2(p))r)

oraz niech
v = ®_107:(—€€) - R™

Woéwcezas v jest krzywa gtadka w M C R™, przy czym

7(0) = ©_1(5(0)) = ®_1(®(p)) = p
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dla f € C(U). n

Uwaga 2.9 Rozmaito$¢ rézniczkowa M jest podzbiorem przestrzeni R™,
dlatego w kazdym punkcie p € M mamy okreslone dwie przestrzenie styczne
T,M i T,R™. Wykazemy, ze przestrzen styczng T, M mozna utozsamic z
pewng k-wymiarowa podprzestrzenig przestrzeni 7,R™. Niech bowiem p €
M i~ :(—€€e) — R™ bedzie krzywa gladka taka, ze y(—e,e) C M, v(0) =
p. Wéwcezas wektor styczny 4(0) okresla nam forme liniowa zaréwno na
C>°(M) jak i na C*°(R™). Obydwie te formy liniowe spelniaja warunek (b)
z Twierdzenia 2.8, wiec sa wektorami stycznymi odpowiednio do M i R™.
Niech v € T, M. Zgodnie z Lematem 2.5 istnieje woéwczas krzywa gladka
v taka, ze v(f) = (f ov)/(0) dla kazdego f € C°°(M). Niech T bedzie

odwzorowaniem przyporzadkowujacym wektorowi v forme liniowa
v:g—(go ’y),(()) dla g € C*(R™).

Ta forma liniowa jest wektorem stycznym do R w punkcie p. Zauwazmy, ze
przyporzadkowanie wektorowi v wektora v nie zalezy od wyboru krzywej .
Niech bowiem ~; : (=4,d) — R™, gdzie § > 0, bedzie druga krzywa gladka
taka, ze y1(—0,8) C M, v1(0) =piv(f) = (fov)(0). Woéwczas dla kazdej
funkcji g € C*°(R™) mamy

(90om)'(0) = (glm o) (0) = v(glar) = (g9ar ©7)'(0) = (g 07)'(0).

Twierdzenie 2.9 (o monomorfizmie T') Niech M bedzie rozmaitoscig
rozniczkowg w R™ i niech p € M. Wowczas odwzorowanie

T:T,M>v—7veT,R™
jest monomorfizmem liniowym.

Dowdd. Wykazemy wpierw liniowosé T'. Z okreslenia T wynika, ze (Tv)(f) =
v(flar) dla kazdych v € T,M i f € C°(R™). Zatem dla kazdych v, w €
T,M, X € Roraz f € C*°(R™) mamy

Tw+w](f) = (t+w)(flu) = o(fla) +w(flu) =
(T)(f) + (Tw)(f),
TA)(f) = Qu)(flm) = Ao(fla)] = AT()(f),

skad wynika liniowo$¢ T. Aby dowies$é, ze T jest monomorfizmem nalezy
wykazaé, ze jezeli T'(v) = 0, to v = 0. Przypusémy, ze v € T,M jest takim
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wektorem, ze (Tw)(f) = 0 dla kazdej funkcji f € C*°(R™). Niech g €
C§°(M); wéwcezas g mozna przedtuzyé do funkeji gladkiej G € C§°(R™),
przy czym G|y = g. Wtedy

(Tv)(G) = v(Glm) = v(g)-

Zatem (Twv)(f) = 0 dla kazdego f € C*°(R™) pociaga, ze v(g) = 0 dla
kazdej funkcji g € C3°(M), a to oznacza, ze v = 0. T jest wigc monomorfi-
ZImem. |

2.5 Orientacja rozmaitos$ci

Zajmiemy sie najpierw zagadnieniem orientacji przestrzeni R™. Niech skon-
czone ciagi wektoréw (vi,ve,...,vm) 1 (w1, ws, ..., wy) beda dwiema upo-
rzadkowanymi bazami w przestrzeni wektorowej R". Wektory wy, wa, ..., W,
mozna wiec jednoznacznie wyrazi¢ przy pomocy wektoréw vy, ve, ..., Upm
uktadem réwnan

w1 = a11v1 +av2 + ...+ A1mUm
wo = a21V1 + G202 + ... + G2 Um
W = Q11 + amav2 + ... + QmmUm,

przy czym macierz wspoétczynnikéw tego uktadu

aii, a2, ..., Qaim
A = azi, @22, ..., 0G2m
aml, Am2, .-, amm

jest nieosobliwa, tj. jej wyznacznik det A # 0. Co wigcej, wektory vy, va, ...,
VU, WyTazajg sie przy pomocy wektoréw wi, wa, ..., Wy, przy pomocy macie-
rzy A™', odwrotnej do macierzy A, o wyznaczniku det A~! = (det A)~! #
0. Stad wyznaczniki det A i det A~! sg albo obydwa dodatnie, albo obydwa
ujemne.

Definicja 2.11 Moéwimy, ze bazy (v, va, ..., Up) 1 (W1, wa, ..., Wy, ) sa zgod-
nie zorientowane, gdy det A > 0, oraz ze sg przeciwnie zorientowane, gdy

det A < 0.
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Czytelnik zechce tatwo pokazaé , ze relacja zgodnego zorientowania baz
w R™ jest relacja réwnowaznos$ci w zbiorze wszystkich baz w R™ tj. jest
zwrotna, symetryczna i przechodnia (por. I, Czes$¢ 1, Definicja 2.10). Rela-
cja ta wyznacza dwie klasy rownowaznosci w zaleznosci od tego, czy bazy
w danej klasie sa zgodnie zorientowane czy tez przeciwnie zorientowane.
Te klasy rownowaznosci nazywamy orientacjami przestrzeni R™. W szcze-
gélnosci orientacje R™, do ktérej nalezy baza (e, e, ..., en), gdzie e; jest
wektorem o wspélrzednej 1 na i- tym miejscu oraz o wspotrzednych 0 na
pozostatych miejscach, nazywamy orientacjg kanoniczng przestrzeni R™.

Niech (v1,v2,...,vy,) bedzie baza przestrzeni R™ i niech o bedzie per-
mutacja zbioru {1,2,...,m}, tj. bijekcja tego zbioru. Przypomnijmy z kom-
binatoryki, ze para (i,75), gdzie i # j, tworzy transpozycje, gdy o(i) = j,
o(j) = i oraz o(k) = k dla kazdego k réznego od i oraz j. Dowodzi sig,
ze kazda permutacja jest ztozeniem pewnej skonczonej liczby transpozycji
przy czym we wszystkich przedstawieniach danej permutacji liczba traspo-
zycji jest badz parzysta, badz nieparzysta. Gdy permutacja o jest ztozeniem
parzystej liczby transpozycji, to nazywamy ja permutacjq¢ parzystg, a gdy
jest zlozeniem nieparzystej liczby transpozycji, nazywamy ja permutacjg
nieparzystq. Liczbe €, réwna 41, gdy permutacja jest parzysta i réwna —1
gdy permutacja o jest nieparzysta nazywamy sygnaturg permutacji o. Licz-
by permutacji parzystych i nieparzystych zbioru {1,2,...,m} przy m > 2
sg sobie rowne i sa rowne %m!. Czytelnik zechce przeprowadzi¢ dowdd na-
stepujacego lematu .

Lemat 2.6 Niech o bedzie permutacjg zbioru {1,2,...,m} a U. Bazy

(Ula U2y .. 7/U’m) i (UU(1)7UU(2)7 <. ’va(m))

przestrzent R™ sq zgodnie zorientowane wtedy i tylko wtedy, gdy o jest
permutacjqg parzystq.

Definicja 2.12 Niech T bedzie wybrang orientacja przestrzeni R". Wéow-
czas pare (R™, ?) nazywamy zorientowang przestrzenig R™. Jezeli U jest
zbiorem spéjnym otwartym w R™ (w R™) to pare (U, % nazywamy 2zo-
rientowanym zbiorem otwartym U w R™ (w R™).

7 Lematu 2.6 wynika, ze dla kazdej orientacji T istnieje taka permu-
tacja o zbioru {1,2,...,m}, Ze (€x(1),€0(2), - - - »Co(m)) € 7. Niech p € U
i niech T,U bedzie przestrzenia styczna do U w punkcie p (Definicja 1.7 i
Twierdzenie 1.7). Wektory styczne (9y(1) ps O5(2) ps -+ Oo(m),p) Stanowia baze
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zorientowang przestrzeni stycznej T,U. Orientacja ?zadaje zatem orienta-
cje w kazdej przestrzeni stycznej T,U; jest to orientacja wyznaczona przez

bazeg (80(1)4), 80(2)’7,, ) 80(m),p).

Przyktad 2.7 Niech ?b@dzie zadana orientacja w R, a (Uq, ?) i (Ua, ?)
dwoma zorientowanymi zbiorami otwartymi i spojnymi w R™. Niech & :
U1 — Us bedzie dyfeomorfizmem U; na Us. Jezeli v € T,Uy, to v jest kom-
binacja liniowa wektoréw stycznych 0; p, okreslonych réwnosciami 9; , f =
dif(p). Zatem istniejg v € R takie, ze

of(p) = Y 0V0if(p) dla feC®(U),pe Ui
i=1

Okredlmy
wf(®(p)) = v(fo®)(p), peli. (2.10)
Wowcezas w(®(p)) € To(p)Us oraz
wf@m) = Yoo = 3 v o, (80) 2 () =
i=1 =1 j=l1 ’
S (o T m)a (@) = 3wy (@)
Jj=1 i=1 ¢ Jj=1

gdzie

W réwnosciach tych w) sa wspélezynnikami wektora w(®(p)) w bazie

O1,3(p)s - -+ » Om,d(p)> @ vj 53 wspolezynnikami wektora v(p) w bazie 01, . . . , O, p-
Rozpisujac powyzsze sumy, otrzymujemy uktad réwnan

001 o) o 9P1 . ) 01y m) _

8x1()v * 8:1:2@)0 Tt 8xm(p)v -

02y o) 4 9%2 ) 02 (3 m) _

8%1 (p)U * 8%2 <p) * + me (p)U -

FTRRIEIEES g

m (1) m 2 m (m) —
81'1 (p)'U axQ ( ) + + axm (p)U wm 9

ktérego macierza jest macierz jakobianowa D®(p) odwzorowania ¢ (por.
I1, Czesé 1, Definicja 1.1 oraz wzoér (1.6)). Zatem

(WD (@()),...,w™ (@) = D (p),...,o"™ () (DE(p))",
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gdzie AT oznacza macierz transponowana do macierzy A. Przy ustalonym
p € U, (vi,...,vn) jest baza zorientowana w T,U;. Ukltad (wD, ... wlm™)
jest baza zorientowana w Ty, Uz, bo wyznacznik macierzy D®(p) jest jako-
bianem J®(p) odwzorowania ® w punkcie p (II, Czgé¢ 1, Definicja 1.11(a))
i jest rézny od 0.

Zalézmy, ze dla kazdego p € U; baza zorientowana (vi(p), ..., vm(p))
przestrzeni T,U; jest zgodna z orientacja T Moéwimy, ze dyfeomorfizm ® za-
chowugje orientacje, jezeli dla kazdego p € Uy baza (w1 (®(p)), . .., wm(P(p)))

okreslona wzorem (2.10) jest réwniez zgodna z orientacja T
7 powyzszych rozwazan wynika natychmiast nastepujacy Lemat ,

Lemat 2.7 Dyfeomorfizm ® : Uy — Us, gdzie Uy, Uy C R™ sq zbiorami
otwartymi i spojnymi, zachowuje orientacje wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego p € Uy zachodzi J(®(p)) = det D®(p) > 0.

Rozszerzymy jeszcze te terminologie na zbiory otwarte w R™ (§5.2, De-
finicja 2.5).

Definicja 2.13 Niech zbiory U; i Uy beda niepuste, spdjne i otwarte w
R™ iniech ® : Uy — U; bedzie bijekcja powstalty przez zawezenie do zbioru
U, pewnego dyfeomorfizmu ¥ : Wy — Wy, gdzie Wi, Ws sa otwarte w
R™ tj. ® = U|y,. Méwimy, ze odwzorowanie ® zachowuje orientacje, gdy
det D¥(p) > 0 dla kazdego p € Uj.

Wykorzystujac to ostatnie wprowadzimy pojecie orientacji na rozma-
itodciach rézniczkowych oraz na rozmaitosciach rézniczkowych z brzegiem.

Definicja 2.14 Niech M bedzie rozmaitoscig rézniczkowa wymiaru k w
R™ z brzegiem. Atlas A = {(®y, U;) }1er tej rozmaitoséci nazywamy atlasem
zorientowanym, jesli dla kazdych dwéch map (®1,U;) i (P2,Us) z tego
atlasu takich, ze Uy N Us # ), odwzorowanie

d5 0 ((I)l)—l : (I)l(Ul N UQ) — (I)Q(Ul N UQ)

zachowuje orientacje. Méwimy, ze M jest rozmaitoscig orientowalng, jezeli
istnieje na niej atlas zorientowany. Dwa atlasy Ay i As nazywamy zgodnie
zorientowanymi, jedli ich suma Ay U As jest atlasem zorientowanym.

Uwaga 2.10 (a) W paragrafie 2.2 Czeéci 1 uzyliémy pola wektoréw nor-
malnych dla okreslenia orientowalnosci powierzchni wymiaru 2 zanurzonej
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w przestrzeni R3. Takie podejécie jest mozliwe réwniez dla rozmaitosci wy-
miaru m — 1 zawartych w R™. Do zwiazku orientowalnosci z polem nor-
malnym powrdcimy jeszcze w paragrafie 7.5, tutaj jednak preferujemy opis
orientowalnoéci poprzez atlasy zorientowane, gdyz pozwala on na jednolite
podejscie niezalezne od wymiaru rozmaitosci.

(b) Czytelnik zechce sprawdzié , ze zgodnosé zorientowania jest relacja
réwnowaznosci w rodzinie wszystkich atlasow zorientowanych rozmaitosci
M. To umozliwia sformutowanie nastepujacej definicji:

Definicja 2.15 Kazda z klas réwnowaznodci relacji zgodnego zorientowa-
nia rozmaitosci z brzegim M nazywamy orientacjqg rozmaitosci M. Pare
(M, ?), gdzie M jest rozmaitoscig orientowalna a T jej orientacja nazywa-
my rozmaitosciq zorientowang.

Uwaga 2.11 (a) Niech U bedzie zbiorem otwartym i spdjnym w R™ (w
R™). Zbiér U jest rozmaitoscia rézniczkowa z brzegiem. Na zbiorze U mo-
zemy okreslimy dwa jedoelementowe atlasy A = {(id, U)} i A = {(id,U)},
gdzieid(x1, ..., om) = (T1,..., &) 1id(z1,. .., Tm) = (1, -, T—1, —Tm)-
Czytelnik tatwo sprawdzi, ze atlasy te nie sa zgodnie zorientowane. Udo-
wodnimy ponizej (Twierdzenia 2.10), ze na U istnieja dokladnie dwie orien-
tacje.

W Definicji 2.12 podalismy inne okreslenie orientacji podzbioréw otwar-
tych spéjnych w R™ (w R™). I w tym przypadku zbiér U mozemy zorien-
towa¢ w dwojaki sposéb. Obydwa podejscia prowadza zatem do tych sa-
mych rezultatéw. Dla uzgodnienia tych dwoéch okreslen naturalna rzecza
jest przyjaé, ze orientacja zadana przez atlas A pokrywa sie z orientacja
wyznaczona przez baze (e1,...,en), a orientacja zadana przez atlas A po-
krywa sie z orientacja wyznaczona przez baze (e1,...,—ep).

(b) W dalszym ciagu uzyteczna bedzie operacja zmiany orientacji mapy.
Niech (®,U) bedzie mapa rozmaitosci rézniczkowej z brzegiem M, a P :
U—V zwiazanym z nia dyfeomorfizmem. Niech odwzorowanie ® bedzie
postaci & = (®q,...,Py), gdzie ®; : U — R, ¢ = 1,2,..., k. Wowczas
odwzorowanie ® okreslone réwnoscia

d(z) = (®1(2),...,Pp1(x), —Pr(x)), zeU,

generuje réwniez mape rézniczkows (:IS, U). Zwiazany z nia dyfeomorfizm

® ma postac

By) = (B1(y)s- -, Bpr(y), —Pr(y), Brsr (W), - - B (1), y € U,
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przy czym &y = </f'j\M dlaj =1,2,...,k. Niech (¥,U;) bedzie mapa na M
taka, ze Uy NU # (). Wowczas dla kazdego x € Uy N U mamy

det D(® o W_1)(¥(z)) = —det D(® o ¥_1)(¥(z)) (2.11)
det D(® o W_1)(U(z)) = det D(® o (¥U_1))(¥(x)). (2.12)

Niech A bedzie atlasem zorientowanym, a A = {(®,U) : (®,U) € A}. Z
réwnosci (2.11) i (2.12) wynika, ze A jest atlasem zorientowanym oraz, ze
atlasy A i A nie sa zgodnie zorientowane. Zatem kazda rozmaito$¢ oriento-
walng mozna zorientowaé przynajmniej dwojako. Pokazemy, ze jezeli roz-
maito$¢ M jest spdjna i orientowalna, to ma dokladnie dwie orientacje.

Twierdzenie 2.10 (o orientacjach rozmaitosci spdjnej) Jezeli M jest
rozmaitosciqg z brzegiem, spdjng i orientowalng, to istniejqg dokiadnie dwa
sposoby zorientowania tej rozmaitosci.

Dowdéd. Niech A bedzie atlasem zorientowanym dla M. Wéwcezas A oraz
zdefiniowany wyzej w Uwadze 2.11 atlas A okredlaja dwa sposoby zorien-
towania rozmaito$ci M. Wykazemy, ze trzeci sposéb orientowania M nie
istnieje. Niech B bedzie dowolnym atlasem zorientowanym. Niech U bedzie
zbiorem tych = € M, dla ktérych istniejg mapy (®,U;1) € Ai (V,Us) € B
takie, ze x € Uy NUs i det D(® o W_1)(¥(x)) > 0. Zalézmy, ze U # 0.
7 okredlenia wynika, ze U jest otwartym podzbiorem rozmaitosci M, bo
det D(® o U_;) jako funkcja ciagta musi zachowywaé znak w pewnym oto-
czeniu punktu ¥(z). Jedli U # U, to istnieje punkt x, w M, nalezacy do
domkniecia U zbioru U w M i nie nalezacy do U. Istniejg wéwczas mapy
(P3,Us) € A1 (Vy,Uy) € B takie, ze x, € U3sNUy. Ale z, ¢ U, wiec

det D(®5 0 (W4)_1)(Wy(z0)) < 0. (2.13)

Przekréj U N Us N Uy jest niepusty, bo z, € U. Niech x € U N Uz N Uy.
Woweczas istnieja mapy (®5,Us) € Ai (¥, Us) € B takie, ze

det D((I>5 o (\116)_1)(\1»'6(56)) > 0.
Mamy

det D((I)3 o (\114)_1) = det D(‘I)3 o ((135)_1) - det D(‘I)g) o (\I/6>_1)
-det D(\Ifﬁ ] (\114)_1) .
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Wszystkie wyznaczniki po prawej stronie tej réwnoéci sa dodatnie, wiec
wyznacznik po jej lewej stronie jest tez dodatni. OtrzymaliSmy sprzecznoéé
z nieréwnoécig (2.13). Zatem nie moze byé U # U, wiec musi byé¢ U = U.

Zatem zbiér U jest jednocze$nie niepustym, otwartym i domknietym
podzbiorem zbioru M. Wobec spdjnosci M, mamy U = M. Korzystajac z
okreélenia atlasu zorientowanego, mozemy wykaza¢ argumentujac podobnie
jak wyzej, ze jezeli x € U, to det D(® o W_1)(¥(x)) > 0 dla dowolnych
(®,U1) € A1 (V,U;y) € B takich, ze x € U; N Us. Zatem atlasy sa zgodne
gdy U # (.

W przeciwnym przypadku, gdy U = (), niepusty musi by¢ zbidr tych
x € M, dla ktérych istnieja mapy (®,U;) € A i (¥,U;) € B takie, ze
zeUiNUsidet D(®oW_y)(¥(z)) > 0.

Podobne do poprzedniego rozumowanie prowadzi do wniosku, ze atlas
B jest zgodny z A. |

Lemat 2.8 Niech M bedzie rozmaitoscig orientowalng z brzegiem, a A jej
atlasem zlozZonym z map, ktorych dziedziny sq zbiorami spojnymi. Wtedy
atlas A mozna przeksztalcié w atlas zorientowany przy pomocy odpowiednich
zmian orientacji mapy.

Dowéd. Niech B bedzie zorientowanym atlasem rozmaitosci M, a (V,U) -
mapa atlasu A. Zbiér U z jednoelementowym atlasem { (¥, U)} mozna trak-
towaé jako spdjnag zorientowana rozmaito$é rézniczkows. Zawezenia atlasu
B do U poprzez zawezenie dziedziny kazdej mapy tego atlasu réwniez de-
finiuje atlas zorientowany na U. Na mocy Twierdzenia 2.10, atlas ten jest
zorientowany zgodnie albo przeciwnie do wspomnianego atlasu jednoele-
mentowego. Jezeli jest zorientowany zgodnie, to pozostawiamy mape (¥, U)
niezmieniona, a jezeli przeciwnie, to zastepujemy ja mapa (\Tl, U)(por. Uwa-
ga 2.11). Postepujemy tak z kazda mapa atlasu A. Powstanie nowy atlas,
ktérego mapy sa zgodne z mapami atlasu B, wiec musza by¢ zgodne miedzy
sobg. |

Przyklad 2.8 (a) Kazda rozmaitosé, ktéra posiada atlas ztozony z jednej
mapy jest orientowalna. Kazdy plat powierzchniowy jest zatem rozmaito-
Scig orientowalna.

(b) Okrag S!' C R2? jest rozmaitoscia orientowalna. Aby to wykazaé
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wykorzystamy atlas skonstruowany w Przyktadzie 2.3(c). Niech

@, :U; 3 (x1 =cosp,xg =sinp) — ¢ € (0,7),
®y : Uy 3 (11 = cosp, z9 = singp) — ¢ € (m,27),

3 5
®3:Us > (x1 =cosp,xe =sing) — p € (zm, =),

2 72
. 1 3
Qy:Uy > (x1 =cosp,xe =sing) — p € (§7r, 57‘(‘)

Woéwecezas (I)g ©) (@2)_1(()0) = <I>4 o ((132)_1(g0) = (134 o (‘Pl)_l((p) = @ i <I>3 o
(®1)-1(p) = ¢ + 27. Pochodne tych odwzorowan przejscia sa funkcjami
stalymi rownymi 1, wiec atlas ten jest zorientowany.

Mozna pokazaé, ze rowniz sfery wyzej wymiarowe sg rozmaito$ciami
orientowalnymi.

(¢) W Czesci 1, Przyktad 2.5 (b), zdefiniowalidémy wstege Mdobiusa z
brzegiem. Obecnie zajmiemy sie nia jako rozmaitoscia bez brzegu, okresla-
jac ja nastepujaco:

M = {(z,y,2) €R®:z = p(u,v),y = ¥(u,v), 2 = x(u,v), (u,v) € N},

gdzie
o(u,v) = (2—wvsin §u) sinu,
Y(u,v) = (2—wvsin %u) cosu,
x(u,v) = wcos %u,

oraz = {(u,v) : 0 < u < 2m, —1 < v < 1}. Niech A bedzie atlasem
ztozonym z dwéch map (®1,U;) i (Pg, Us), przy czym

Ui = {(z,,2) eR3:0<u<2m, —1<v<1},
Uy = {(z,y,2) eR}:0<u<mlubm <u<2r,-1<v<l1}

oraz (®1)_1: U3 — M i (®3)_1 : Uy — M sa okreslone wzorami
N ! 1
(®1)-1(u,v) = ((2 —vsin iu) sinw, (2 —vsin §u) COS U, V COS 2u> ;
_ - Iy . _
(P2)-1(u,v) = (2 — vsm(iﬂ + §u)) sin(m + @),

1 1 1 1
(2 - vsin(§77 + §ﬂ)> cos(m + ) ,Ecos(iﬂ + 2u)> .
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Mamy

(I)l(Ul N UQ) = [(0,7[') U (71', 27‘(’)] X (*1, 1),
Oy (U NU2) = [(0,7m) U (m,27m)] x (—1,1).

Biorac (u,7) = ®20 (P1)_1(u,v), gdzie (u,v) € (m,27) x (—1,1), otrzymu-
jemy réwnania

1 1 1
(2 —wvsin §u) sinu = (2 — Esin(iw + 56)) sin(m + @) ,
1 1 1
(2 — vsin iu) cosu = (2 - Esin(§7r + 5@)) cos(m+ @),
1 _ _
veosgu = T cos(m + 1),

wiec ®g o (®1)_1(u,v) = (u — m,v). Stad

1,0

det D(®g 0 (P1)-1)(u,v) = 0 1

na prostokacie (7, 27) x (—1,1).
Natomiast dla (u,v) € (0,7)x(—1,1) mamy ®Poo(P1)_1(u,v) = (7+u, —v),
wiec

det D(®z 0 (P1)_1)(u,v) =

na prostokacie (0,7) x (—1,1).

Atlas A nie jest wiec zorientowany. Gdyby rozmaitosé M byta oriento-
walna, to zgodnie z Lematem 2.8 mozna by zmieni¢ orientacje jednej z map
tak, aby otrzymac atlas zorientowany. To nie jest jednak mozliwe, bo wtedy
jakobiany na obu skladowych spéjnosci zbioru ®1(U; NUsz) = </131(U1 NUs)
zmieniajg jednoczesnie znaki.

Niech M bedzie orientowalng rozmaitoscia wymiaru k z niepustym brze-
giem (Definicja 2.6). Jej brzeg OM jest wowczas (k — 1)- wymiarowa roz-
maitoscia bez brzegu (Twierdzenie 2.3 o brzegu rozmaitosci). Podstawowe
pytanie jakie sie nasuwa dotyczy orientowalnosci brzegu. Zachodzi naste-
pujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.11 (o orientowalnosci brzegu rozmaitosci) Jezeli M
jest orientowalng rozmaitoscig z niepustym brzegiem, to jej brzeg OM jest
tez rozmaitosciq orientowalng.
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Dowd6d. Niech A bedzie atlasem zorientowanym rozmaito$ci M. Niech
(®,U) bedzie mapa tego atlasu taka, ze UNOM # (). Woéwcezas ®|yuanr jest
mapa rozmaitosci M (por. dow6éd Twierdzenia 2.3). Pokazemy, ze

Ay = {(P|lynon, UNOM) : UNIM # ()} (2.14)

jest atlasem zorientowanym rozmaito$ci OM .
Niech (®,U;) bedzie taka mapa atlasu A, ze Uy NU NOM # (). Niech

U = (1310(1)_1:@(U1QU)—>(I)1(U1QU)

bedzie odwzorowaniem przejécia z (U1 NU) na ®1(U; NU). Poniewaz atlas
A jest zorientowany, wiec

JU(E) = det DU(¢) >0 dlakazdego &€ ®(UNV) CRE,

Przyjmijmy ¥, = U|y, gdzie V = ®(U;NU)NIRF oraz niech ¥ ... wk)
beda wspélrzednymi odwzorowania ¥, tj. ¥ = (¢ ... wk) Mamy

W0, 29,...,23) = 0
dla dowolnych (xg, ..., z) takich, ze (0,z2,...,z) € V, wiec
3j\11(1)(0,x2, cooxE) =0
dla j =2,..., k. Zatem
0<JU(0,z9,...,2) = 31\11(1)(0,1'2, conyxg) I, (29, .. ). (2.15)

Poniewaz lewa strona w réwnosci (2.15) jest dodatnia wiec zaden z czynni-
kéw po prawej jej stronie nie moze byé réwny zero. Aby udowodnié, ze drugi
z czynnikéw, JU,(za, ..., xx), jest dodatni, wystarczy wykazaé¢ dodatnio$é
pierwszego z czynnikow.

Jezeli (0,z2,...,2;) € V, to dla dostatecznie duzych h < 0 mamy
(h,xo,...,x) € (U NU); zatem ®_;(h,xa,...,x;) € UNU;. W konse-
kwencji

\I/(h,acg,... ,l'k) = P O(I)_1<h,x2,.. . ,mk) S (I)l(UﬂUl),

ma piewsza wspOlrzedna ujemna, bo ®1(UNU;) jest otwartym podzbiorem
R* . Stad

1
nUW(0,zy,...,2p) = hlifé{ E‘I’(h, T2, .., wk) 2 0.
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Zatem pierwszy czynnik po prawej stronie réwnosci (2.15) jest nieujemny, a
ze wzgledu na to, ze iloczyn ten jest rézny od zera, czynnik ten jest dodatni.
Udowodnilismy, ze J¥,(x2,...,z;) > 0, wiec A, jest atlasem zorientowa-
nym. |

Definicja 2.16 Niech M bedzie zorientowana rozmaitoscia z niepustym
brzegiem OM i niech orientacja T tej rozmaitosci bedzie wyznaczona przez
atlas A. Orientacje T brzegu OM wyznaczong przez atlas A, okreslony
wzorem (2.14) nazywamy orientacjq brzegu zgodng z orientacjg rozmaito$ci.

Uwaga 2.12 Niech (U, f7}) bedzie zorientowanym otwartym, spéjnym pod-
zbiorem w R™. Zalézymy, ze U NR*~1 £ () oraz, ze orientacja T jest wy-
znaczona przez atlas A = {(id,U)}, a wiec zgodnie z nasza umowa przez
bazg (e1,e2,...,ex), (por. Uwaga 2.11 (a)). Wowczas A, = {(id|yqrs—1,UN
R*=1)}. Jednak id|yqgr-1 jest identycznogcia na zbiorze U N R*~1 za-
tem orientacja wyznaczona przez atlas A, jest rOwna orientacji zadanej
przez baze (e, ..., ex). Podobnie jezeli orientacja T jest wyznaczona atlas
A= {(1?1, U)}, a wiec przez baze (e1, e, ..., ex—1, —€k), to orientacja brzegu
zgodna z orientacja zbioru U wyznaczona jest przez baze (eg, .. ., ex_1, —€g).

Uogodlniajac, jezeli dane sa orientacja T zbioru U C RF i orientacja
brzegu OU zadana przez baze (va,...,vx), zgodna z orientacja 7, to baza

. .
(e1,v2,...,v) Wyznacza orientacje T.



Rozdziat 3

Formy rézniczkowe

W poprzednim rozdziale zajmowaliSmy sie rozmaitosciami rézniczkowymi
z brzegiem i bez brzegu. W tym rozdziale wprowadzimy pojecie formy réz-
niczkowej, ktére bedzie odgrywaé zasadnicze znaczemie w naszych rozwa-
zaniach. Teoria form rézniczkowych zostata rozwinieta przez matematyka
francuskiego Elie Cartana'. Dzielo Cartana zostalo zainspirowane przez
prace Hermanna Grassmanna? dotyczace form wieloliniowych, w szczegdl-
nosci form antysymetrycznych. Tym zagadnieniom poswiecimy nastepny
paragraf.

3.1 Formy wieloliniowe

Rozszerzymy obecnie pojecie formy liniowej (Definicja 2.10) na odwzoro-
wania wielu zmiennych.

Definicja 3.1 Niech F bedzie modulem nad algebra przemienna A. Od-
wzorowanie

F: Ex...xE — A
[ ——

n razy

2Elie Cartan (1869-1951), matematyk francuski, profesor uniwersytetu w Nancy i
paryskiej Sorbony. Autor wielu fundamentalnych prac z zakresu teorii grup, algebr Liego,
geometrii 1 topologii rézniczkowej. Teorie form rézniczkowych rozwinal w latach 1894-
1904.

?Hermann Grassmann (1809-1877), matematyk niemiecki, nauczyciel gimnazjum w
Szczecinie, zajmowal si¢ algebra liniowa.

71
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nazywamy formg A-wieloliniowq rzedu n, jezeli jest forma liniowa ze wzgle-
du na kazdy argument, tzn.

F(zy,mo,... ¢+, .. xn) = F(xy,@9,...,%, ..., 25) +
F(xy,ma, ... 2], . 1),
F(xy,x9,...,az;,...,2y) = aF(x1,29,...,24,...,2p)

dla kazdych x1,z9, ...,z 25,2, ., € Eia € A

Uwaga 3.1 Rodzina 7" (E) wszystkich form A-wieloliniowych okreslonych
na module F jest modutem przy dziataniach

(F+G)(x1y...,xp) = F(z1,...,20) +G(21,...,240),
(aF)(x1,...,xn) = aF(x1,...,2y)

dla kazdych z1,...,2, € Eia € A, F,G € T"(E) (Zad. 6.1).

Definicja 3.2 Niech o bedzie dowolna permutacja zbioru liczb {1,2,...,n},
a £, jej sygnatura (por. §5.5). Forme A-wieloliniowa F' nazywamy syme-
tryczng , gdy

F(x1,22,...,%0) = F(Ze0), To2)) - To(n))

dla kazdej permutacji o, natomiast F' nazywamy antysymetryczng (lub
alternujgcq), gdy

F($1ax27'-‘7$n) = 50F(l‘o‘(1)7x0(2)""axo(n))'

Twierdzenie 3.1 (o odwzorowaniach antysymetrycznych) Odwzoro-
wanie A-wieloliniowe F' jest antysymetryczne wtedy i tylko wtedy, gdy

F(xl,xg,...,mn) =0
jezeli przynagmniej dwa sposrod wektorow x1, x2, . .., x, € E sqg sobie réwne.

Dowdd. (a) Dostateczno$é. Niech forma wieloliniowa bedzie antysyme-
tryczna. Przypus$émy, ze x; = x; dla pewnych i, j, takich, ze i < j. Niech
o bedzie transpozycja liczb i oraz j, tj. o(m) = m gdy m # i, m # j,
o(i) = j, 0(j) = i. Sygnatura tej permutacji jest réwna e, = —1, (Zad.
6.2), wigc

F(x17x27"'7$n) = - F(xa(1)7$a(2)7---uxa(n))'
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7 drugiej strony,

F(:L‘U(l),xg(Q),...,xU(n)) = F(;Ul,l‘g,...,aj‘g(i),...,xa(j),...,Qj‘n) =
F(xi,29,...,x5,..., % ..., 2n) = F(a1,22,...,%5...,25,...,%n)
bo x; = xj. Zatem F(x1,22,...,2,) = 0.

(b) Koniecznoéé. Kazda permutacja jest zlozeniem skoficzonie wielu
transpozycji, przy czym sygnatura zlozenia jest iloczynem sygnatur tych
transpozycji (Zad. 6.3). Wystarczy wiec udowodnié, ze F(z1,x2,...,Ty) =
o F(l’o(l), Ty(2)s- - - ,xg(n)) w przypadku, gdy o jest transpozycja dwéch sa-

siednich elementéw ¢ oraz i+ 1. Dla dowolnych x1, x2, ..., i, Tit1, ..., Ty €
E mamy
0 = F(-Tla---aSUi—lyxi'f‘l‘i—i-l»xi+$i+l7xi+27---’35n) =
F(Il,...,$i_1,$i,$i,xi+2,...,$n) +
F(:El,...,xi_1,$i+1,xi,xi+2,...,l‘n) -+
F(xl, ..,xi_l,xi,xi+1,xi+g,...,:L‘n) +
F(xl,...,xi_l,xi+1,mi+1,xi+2,...,xn) =
F(xl,...,xi_l,xiﬂ,mi,xHQ,...,xn) +
F(xl,...,xi_l,mi,xi+1,xi+2,...,wn)
wiec
F(xl,xg,...,xn) = 50F(£U(1)7x0(2)7"'7$U(n))'

Definicja 3.3 Niech F': F x ... x E — A bedzie formg A-wieloliniowg
rzedu n na F i niech S, bedzie zbiorem wszystkich permutacji zbioru
{1,...,n}. Oznaczmy dla kazdego o przez F, forme A-wieloliniowa okre-
$long réwnoscia

Fa($17x27 s xn) = F(xa(l)axo(Q)a s ’xa(n))
dlaz; € E,i=1,...,n. Odwzorowanie SF' dane réwnoécig
1
SF = — > Fo
oES)

nazywamy symetryzacjqg formy F', a odwzorowanie AF dane rownoscia

1
AF = — 3 &Fs
O'ESn

nazywamy antysymetryzacjg formy F.
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Uwaga 3.2 Niech F bedzie forma A-wieloliniowg rzedu n na E. Wowczas
symetryzacja SE formy F jest symetryczng formag A-wieloliniows rzedu
n na E, a antysymetryzacja AF formy F' jest antysymetryczna formg A-
wieloliniowg rzedu n na E. Jezeli forma F' jest symetryczna to SF = F,
jezeli forma F' jest antysymetryczna, to AF = F.

Czytelnik zechce przeprowadzi¢ samodzielnie dowdd tego stwierdzenia
(Zad. 6.4).

Uwaga 3.3 (a) Formy A-liniowe sa formami A-wieloliniowymi rzedu 1. Je-
dyna permutacja o zbioru jednoelementowego jest identycznoéé, przy czym
g, = 1, dlatego taka forma jest zarazem symetryczna jak i antysymetryczna.
Jak Czytelnik tatwo zauwazy (Zad. 6.5), jezeli rzad formy A-wieloliniowe;
jest rowny n > 1 to jedyna forma réwnoczesnie symetryczng i antysyme-
tryczng jest forma F' tozsamosciowo réwna 0.

(b) Rodzina wszystkich form A-wieloliniowych antysymetrycznych rze-
du n, okreslonych na module E tworzy modutl nad algebra A z naturalnie
okreslonymi dzialaniami dodawania i mnozenia przez skalar (por. Uwaga
3.1). Modul ten bedziemy oznaczali przez A"(E).

W dalszym ciggu bedziemy si¢ zajmowali gtéwnie formami antysyme-
trycznymi.

Przyktad 3.1 Niech E bedzie modulem wolnym wymiaru n nad algebra
A, tj. modutem posiadajacym baze v, ..., v, zlozona z n elementéw. Niech
z1,...,T beda wektorami z modulu E, przy czym 1 < k < n. Kazdy z
tych wektoréw mozna przedstawi¢ jednoznacznie w postaci

n
T, = Zaiij’ gdzie Qi € A (3~1)
=1

dla ¢ =1,2,...,k, oraz j = 1,2,...,n. Niech j1,jo,...,jr beda liczbami
cakowitymi takimi, ze 1 < j1 < j2 < ... < jr < n. Zauwazmy, ze odwzoro-
wanie

Fjy gorgi (@1, T2, k) = a1, - a2, - gy

jest forma A-wieloliniowa rzedu k, (Zad. 6.6). Dokonajmy jej antysyme-
tryzacji. Poshugujac sie definicja wyznacznika mozemy otrzymana forme
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AF}, j, . ;. zapisa¢ nastepujaco

1
AFjlaij---yjk (xl, Ty ,wk) = E Z 50Fj1,j27---,jk (wg(l), (L‘U(Q), e ,a;g(k))

' 0€Sk
1
k! D Eolo(1)i  Ao@)s " To(k)ge =

‘T oeSy
1 a17j1, ceey alyjk 1 A
o e | T e (@122, 2k)
Ak 515 -+-5 Qkjp
gdzie
k
Ajhjz,m,jk (xlv L2y 7$k) = det (am,je)m,ezl :

Okazuje sie, ze powyzsze formy sa w zasadzie jedynymi formami anty-
symetrycznymi okreélonymi na module wolnym wymiaru n. Zachodzi mia-
nowicie nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.2 (o reprezentacji formy antysymetrycznej) Niech E
bedzie modulem wolnym wymiaru n nad algebrg przemienng A, a {v1,...,v,}
jego bazg. Wowczas:

(a) Jezeli 1 < k < n, to kazda forma antysymetryczna F rzedu k jest
postact

F(;Ul, x9,. .. ,xk) = Z bjl7j2,,,A,jkAj1,j2,...,jk ($1, Z2, ..., xk) )
1<j1<ja<...<jp<n

gdzie x1,x2,...,x, € E, bj 4,5, € A, a Aj j,.. . $¢ formami wielo-
lintowymsi okreslonymi w Przykladzie 3.1, przy czym sumowanie dokonuje
sie po wszystkich roznych ukiadach liczb naturalnych j1, jo, ..., Jji takich,
zel < j1 < jo < ...<Jgr <n. Formy Aj j, . ;. s¢ liniowo niezaleinymsi
elementami modutu A*(E).

(b) Jezeli k = n, to kazda forma wieloliniowa antysymetryczna rzedu k jest
postact

F(xzi,29,...,2p) = b2, w12, n(x1,22,...,20),

gdzie bi2,.. n € A.
(c) Jezeli k > n, to jedyng formaq wieloliniowqg antysymetryczng rzedu k
jest forma tozsamosciowo réwna 0.
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Dowéd. Niech z; = Z?:l a;;vj, © = 1,2,...,n iniech F' bedzie forma
wieloliniowg antysymetryczng rzedu k. Z definicji formy wieloliniowej mamy
F(ml,xg,...,:ck) = Z CLLJ‘ICLQ,]'?...ak,ij(’l}jl,’l}jQ,...,Q)jk).

11,52,k <0

Poniewaz forma F' jest antysymetryczna, wiec na podstawie Twierdzenia
3.1 zachodzi F(vj,, vj,,...,vj,) = 0 jesli chociaz dwa sposréd wskaznikow

J1,72, -,k sa sobie réwne. Zatem, jesli k < n to
F(xi,x9,...,21) =
Z Z alvjo(l)a27j0(2) e akvjo(k:)F(/Ujo'(l) ? vjcr(2)’ e 7/U‘]O'(k)) =
1<j1<je<...<jpr<n o€Sy,
Z ( Z gaal)ja(l)a27ja(2) e ak7]o’(k))F<vjl’v‘727 ttt U.]k) -
1<j1<g2<...<jgsn  0€S
Z bjl7.j2"“7jkAj17.j27~“:jk ($17 x2’ e 7xk’) 9

1<j1<g2<...<jksn
gdzie bjl,jQ,m,jk = F(’L}jl,l}j2, NN 7Ujk)‘

Jezeli k = n to ostatnia suma sktada sie tylko z jednego sktadnika, co do-
wodzi (b). Jesli natomiast k > n, to wszystkie wyrazenia F'(vj,,vj,, . .., v}, )
sg réwne 0, wiec F jest forma zerows.

Pozostalo do wykazania, ze jezeli k < n to formy Aj, j, . j, sa liniowo
niezalezne. Obliczajac wspoélczynniki a; ; w réwnosci (3.1) w przypadku gdy
Tm =05, gdzie 1 < i1 <ig < ...<ip <n,m=1,2,... k, zauwazamy, ze
zachodza réwnosci

Ajl?ij"'vjk (Vi s Vigs - - 7vik) = (3.2)

_ {O gdy (jlaj?a"'ajk)#(ilaqéa'")ik)a

1 gdy (j17j27"‘7jk):(i17i27"‘7ik)7
(Zad. 6.7). W przypadku gdy (j1,72,-..,7%) # (i1,12,...,4x) mamy bo-
wiem do czynienia z wyznacznikiem macierzy, ktérej przynajmniej jedna
kolumna jest zlozona z samych zer, a gdy (41, j2,-- -, jk) = (i1,%2,...,ik) tO
odpowiednia macierz jest macierza diagonalna, majaca na gtéwnej przekat-
nej same jedynki. Przypusémy, ze przy pewnym wspoétczynnikach cj, j,. .. j,

zachodzi
: : le:j27~~'7jkAj17.j27"'7jk: = 0
1<1<ge<...<Jr<n
Wtedy
Cir gy, = > Cjtj2,mrib Dtz Wity Vigs 5 Vi) = 0,

1< <je<...<jp<n
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wiec ¢y i,,...i, = 0 dla kazdego ukladu (i1,142,...,1%) takiego, ze 1 < i1 <
io < ... <1 <n. Wykazalismy liniowg niezaleznos¢ A;, 4, ., . [ |

Whniosek 3.1 Jezeli E jest modutem wolnym wymiaru n nad algebrg prze-
mienng A, to A¥(E) jest réwniei modutem wolnym nad A, przy czym jego
wymiar jest réwny

s S k<
dimAb(g) = | W) sy I<k<n
0 gdy k>n

Baze modutu A*(E) przy k < n stanowiq formy antysymetryczne AV
przy 1 < g1 <joa < ... <jp <n.

Dowdd tego wniosku wynika bezposrednio z Twierdzenia 3.2 o ile uwzgled-
ni¢ fakt, ze przy 1 < k < n liczba uporzadkowanych ukladoéw ji, jo, ..., jk
spelniajacych nieréwnodci 1 < j1 < jo < ... < jp < n jest réwna (). W

3.2 Iloczyny tensorowe i zewnetrzne form wielo-
liniowych

Pokazemy teraz, ze kazda forme antysymetryczng rzedu k£ mozna zapisac
przy pomocy form rzedu pierwszego i dzialania zwanego iloczynem ze-
wnetrznym form wieloliniowych. Wpierw jednak zdefiniujemy iloczyn ten-
sorowy form.

Definicja 3.4 Niech E bedzie modutem nad algebra przemienng A. Dla
FeT™E)iG e TFE) (por. Uwaga 3.1) okre$lamy nowe odwzorowanie
F ® G wzorem

F®G (21,22, 2mqk) = F(r,22,. .., 2m) G(Tmits Tma2s - - Tmtk)
dla x1, 22, ..., mtr € E. Odwzorowanie

FRG: Ex..xE —A
P —
m + k razy

nazywamy iloczynem tensorowym form F i G.
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Uwaga 3.4 Iloczyn tensorowy F @ G form F € T™(E) i G € TH(E) jest
forma wieloliniowa rzedu m + k nad E, tj. F ® G € T™F(E).

Zachodza nastepujace wtasnosci iloczynu tensorowego.

Uwaga 3.5 Niech |, F, € T™(E), G1,Go € TH(E) i H € TYFE). Woéw-
czas,
(a) (aF}) ® G1 = F} ® (aG1) = a(F; ® Gy) dla dowolnego a € A,
(b) (F1+F)0G) = oG+ FeG) i Fie(G1+G6G2) = G+ F1RGs,
() (FeG)®H=F® (G ®H).
Czytelnik zechce przeprowadzi¢ dowéd we wlasnym zakresie (Zad. 6.8).

Uwaga 3.6 Jak zawsze w przypadku dzialania lacznego z punktu (c) wy-
nika, ze zapis F1 ®...® Fy, gdzie F; € T™i(E) dlai =1,...,k nie prowadzi
do nieporozumien i okresla jednoznacznie (poprzez indukcje) forme wielo-
liniowa rzedu my + ma + ... + my.

Przyktad 3.2 Niech F bedzie modutem wolnym wymiaru n nad algebra
przemienng A, a {v1,vs,...,v,} niech bedzie jego baza. Niech v} bedzie
forma liniowa przyporzadkowujaca kazdemu wektorowi x € FE jego i-ta
wspélrzedna., tzn. v} (z) = a; jezeli x = Y i avi, (1 = 1,2,...,n). Wow-
czas mamy

n
x = Z v (z)v; .
i=1

Przy 1 < j1 < j2 < ... < jp <n, formy Fj j, . ;. okreslone w Przyktadzie

3.1 sa iloczynami tensorowymi form v}, (i=1,2,... k), tj.
ok * *
F?jlvj%uwjk = vy ® Vjy ®...® Vs (3‘3)
bowiem
Fji o (T15 %25 05 X)) = 0151025 - - Ok gy, =
* * * % * *
vj (1)), (22) .. ) (28) = v, @}, ®... Q@] (T1,22,...,Tk) .

Przyktad powyzszy pokazuje m.in., ze iloczyn tensorowy form antysy-
metrycznych nie musi by¢ forma antysymetryczng. Formy po prawej stronie
réwnosci (3.3), jako formy rzedu 1, sa wszystkie antysymetryczne, a forma
F}, j.....jx PO lewej stronie (3.3) nie musi by¢ antysymetryczna.

Aby otrzymaé¢ formy antysymetryczne dokonamy antysymetryzacji ilo-
czynu tensorowego, z pewnym normujacym wspoélczynnikiem kombinato-
rycznym. Taka antysymetryzacje nazwiemy iloczynem zewnetrznym.
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Definicja 3.5 (a) Jedli ' € T™(E) i G € T*(E), to odwzorowanie

(m+k)!
mlk!

nazywamy iloczynem zewnetrznym form F i G.

FAG = A(F®G)

Uwaga 3.7 Symbol A oznacza tu antysymetryzacje formy (por. Definicja
3.3). Na podstawie Uwagi 3.4 wnosimy, ze A(F ® G), a zatem F' A G, jest
forma antysymetryczna rzedu m + k.

(b) Czytelnik zechce sprawdzi¢ (Zad. 6.9), ze bezposrednio z definicji
iloczynu zewnetrznego wynika wzér

1
FAG (.CEl,xz, .. ,a:m+k) = il Z agF(xU(l),xU(Q), R ,xg(k))
T 0€Smtk
G(xa(m+1)7 Lo(m+2)s - - >xa(m+k)) : (34)

W dalszym ciggu zajmiemy sie jedynie iloczynami zewnetrznymi form an-
tysymetrycznych.

Twierdzenie 3.3 (wlasnoéci iloczynu zewnetrznego) Niech Fy, F; €
A¥(E), G1,G2 € A™(E) i H € AYE). Wowczas,
(a) (aF1) ANG1 = Fi A (aG1) = a(F1 A Gy) dla dowolnego a € A,
(b) (F1+F2)/\G1 = FING1+ 5 NGy iFl/\(G1+G2) = FiANG1+ 1 N\Ga,
(C) (Fl /\Gl) ANH =F; A (Gl /\H),
(d) FiANGy = (*1)ka1 NFy .

Dowdd. Pozostawiajac Czytelnikowi do wykazania wlasnosci (a), (b)
i (c) (Zad. 6.10) ograniczymy sie do dowodu wtasnosci (d), pomijajac dla
prostoty w oznaczeniach wskaznik 1. Niech permutacja ¢ € Siy., bedzie
dowolna . Przyporzadkujemy jej premutacje

0 o(k+1i) dla 1<i<m,
a(i) =
o(i—m) dla m+1<i<m+k.

Czytelnik tatwo sprawdzi, ze

wiec

el (To(1)s Ta(2)s - -+ To(k)) G(To(kt1)s To(kt2)s - - s Ta(mek)) = (3.5)

(—1>km€6G(9€E(1)7$5(2)7 B 7x;(m))F(x;(m+1)7mg(m+2)’ T k) -
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Przyporzadkowanie S, 1 3 0 +— 7 € S;1k jest wzajemnie jednoznaczne,
wiec sumujac réwnosci (3.5) stronami po wszystkich permutacjach z S, 1k
otrzymujemy réwnosé

> e F(To(1): To@)s - - > To()) G (Eo(hi1)s To(hr2)s - - - » To(mik)) =

0ESm+k

(D" Y G005 Tam) F @ mi1) Tamaa) > Tamaky) -

&€8m+k

Na podstawie wzoru (3.4) po obustronnym pomnozeniu przez ﬁ lewa

strona ostatniej réwnosci jest réwna F' A G(x1,...,Tmik), & prawa jest
réwna (—1)*MG A F(z1,...,2mk). Zatem FAG = (—1)*™G A F, co koi-
czy dowdd réwnosci (d). |

Przyktad 3.3 Niech F, A, i v} beda takie jak w Przykladzie (3.2). Niech
1< 1 < jo <...<jr <n. Pokazemy,ze
U;l A 1);2 VANPIAN U;k = Aj1,j2,~-~,jk . (3.6)

Zalézmy najpierw, ze k = 2. Niech

n n
T = Zal,ivi i Ty = Zaa,m-
i—1 i=1

Wéwcezas
vl A, (21, 22) = ﬁA(Uh ®vj,) (21, 2) =
1
2 5 [U;l (xl)v;; (IEQ) - U;l (xQ)U;’; (332)] =
(a1j,a2,5, — azjia15) = Ajy gy (1,22).

OtrzymaliSmy wiec réwnosé (3.6) w przypadku gdy k& = 2. W przypad-
ku ogélnym wykazemy (3.6) przez indukcje zupelna. Przypusémy, ze (3.6)
jest prawdziwe dla k — 1, gdzie 2 < k < n. Wystarczy pokazaé, ze (3.6)
jest wowczas prawdziwe takze dla k. Na podstawie zalozenia indukcyjnego
mamy

Vi ANV A A = Ay o ny -

Stad

v AU AL A = (Uﬁ ANvj, Ao A Ujk—l) ANVS = Djyargeoy NV, -
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Zatem dla dowolnych x1, ...,z € E mamy
Vi ANV AN A (T, ) = WA(A%J‘QWJ“I A vjk)(acl, ce,Tg)
1
= W Z EUAj17j2’,__7jk_1(xa(1), . ,Hfg(kfl))v;k (mg(k)) .
" o€Sy

7 drugiej strony mamy

Alo(1)s -5 Ol0(k)
Aﬁ,jg,...,jk(l‘lu-‘ka) = NN ey =
Ako(1)s -5 Ako(k)
k
Z(_l)k—’—lai,jkAjl,jzy-n,jkﬂ (T150 s Tiyevvyg) =
=1
1 k
k+i ~
o1 S DR N gt (To(1)s -5 Ty s T () )5, (T)
Ti=1 GeSL_1

gdzie symbol T; oznacza, ze wektor x; nalezy opuscié.
Niech o € Si bedzie taka permutacja, ze o(k) = i Wéwczas istnieje
dokladnie jedna permutacja o € S_1 taka, ze

(%(1)7--‘nflia(kq),%(k) =) = (x’g(l)am”x;(k,l),mi)-

Wéwczas ' '
er = (—1)F s = (—1)Fes.

Poniewaz kazda permutacje ¢ € Sy mozna jednoznacznie przedstawié¢ w
powyzszy sposob, wiec

U;l A sz A A U;k = Dji o s
co konczy dowdd indukeyjny réwnosci (3.6).

Whiosek 3.2 Jezeli E jest modultem wolnym z bazq {v1,...,v,} to kazdg
forme wieloliniowq antysymetryczng rzedu k, 1 < k < n mozna przedstawic
jednoznacznie w postaci

= o A *
F = Z bir .. in Ui, AU, A A
1< <. <jrsn

gdzie bj, . j,. € A.
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3.3 Formy rézniczkowe

Niech M bedzie rozmaitoscig rézniczkowa wymiaru k& w R™, C*°(M) -
algebra funkcji gladkich na rozmaitosci M (Definicja 2.8 (c)), a I'(M) -
modulem pdl wektorowych okretonych na M (por. §5.4, uwagi wstepne).

Definicja 3.6 Formg rézniczkowq rzedu n na rozmaitosci rézniczkowej M
nazywamy kazda C°°(M)-wieloliniowa, antysymetryczna forme rzedu n
okreslona na module T'(M).

Uwaga 3.8 Podobnie jak w przypadku zbioru otwartego U C R™ mozemy
okresli¢ algebre C" (M) funkcji klasy C™ na rozmaitosci M oraz pola wekto-
rowe klasy C" na rozmaitosci M, r € N. To skolei pozwala na wprowadzenie
formy rézniczkowej klasy C", rzedu n jako formy C" (M )-wieloliniowej, an-
tysymetrycznej rzedu n okreslonej na module pél wektorowych klasy C”.

Uwaga 3.9 Rodzina wszystkich form rézniczkowych rzedu n okreélonych
na rozmaitoéci M tworzy modut A”(I'(M)) nad algebra C*°(M). Dla uprosz-
czenia zapisu bedziemy go oznaczaé¢ D"(M), k = 1,2,.... W dalszych roz-
wazaniach bedzie dogodne uwazaé funkcje gladkie za formy rézniczkowe
rzedu zero, przyjmujac D°(M) = C°°(M). Rozszerzymy przy tym ope-
racje mnozenia zewngtrznego na formy rzedu zero przyjmujac, ze iloczyn
zewnetrzny formy rzedu zero f i dowolnej formy rézniczkowej w jest réwny
zwykltemu iloczynowi formy wieloliniowej przez element pierscienia, t.zn.
fAw=f w.

Na poczatku szczegdlng uwage poswiecimy formom rézniczkowym rzedu
1, a zwlaszcza rozniczce. Przypomnijmy podstawowe pojecia. Niech f :
U — R, gdzie U jest niepustym zbiorem otwartym w R, bedzie funkcja
rézniczkowalng w kazdym punkcie x € U. Wowczas

df (z,a) = Df(x)a" = Zaaj(x)aj = Zajajf(a:) (3.7)
j=1 J 7j=1

jest rézniczka funkcji f w punkcie z € U dla przyrostu a = (a1, ...,ay) €
R™ (I1,Cze$¢ 1, Definicja 1.1 i Twierdzenie 1.4). Rézniczke ta mozna in-
terpretowaé jako pochodna kierunkowg funkcji F' w punkcie x w kierunku
wektora a, tj. df (z,a) = %(w) (I1,Czes¢ 1, Twierdzenie 1.16).

W réwnoéci (3.7) wspélrzedne aq, ag, ..., an, sa stalymi. Rozszerzy-
my obecnie definicje rézniczki przyjmujac, ze a1, as, ..., am;, sa funkcjami,
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df (z,a(z)) = Zaj(:v)ajf(a:) dla zeU. (3.8)

Wiemy jednak, ze prawa strona réwnosci (3.8) stanowi ogélna postaé po-
la wektorowego X € I'(U), wiec df (z,a(z)) = X f(x) dla kazdego x € U,
gdzie X = 377", a;0;. Zatem df (-, a(*)) (gdzie zmienng z zastapiliémy krop-
ka) jest forma liniowa odwzorowujaca zbiér I'(U) wszystkich pdl wektoro-
wych w przestrzen C()(U). Jezeli ograniczymy sie do f € C=(U) to forma
ta odwzorowuje I'(U) w C*(U). W szczegdlnosci biorac fi(z) = x;, gdzie
x = (r1,22,...,Ty), mamy

dfi(x,a(x)) = X(fi)(x) = Zaj(a:)&gj

Jj=1

() = a;(x). (3.9)

Forme uogélniajaca pojecie rézniczki df (-, a), nazywaé bedziemy takze réz-
niczky funkcji f € C*°(U).

Definicja 3.7 Niech f € C*°(M), gdzie M jest rozmaitoscia rézniczkowa.
Forme rézniczkowa rzedu 1 przyporzadkowujaca kazdemu polu wektorowe-
mu X € I'(M) funkcje X(f) € C°°(M) nazywamy rézZniczkq funkcji f i
oznaczamy d f:

Uwaga 3.10 (a) Forme rzedu 1 okreslona réwnoscia (3.9) bedziemy ozna-
czaé przez dx;j. Jezeli U jest otwartym zbiorem w R™ a pole wektorowe
X € I'(U) jest okreslone wzorem X = 377", a;0;, aj € C*(U), to

dxi(X) = a;.
Zatem zgodnie z oznaczeniami wprowadzonymi w Przykladzie 3.2
dx; = (0)",

gdyz pola wektorowe 0y, da, . .., Op, sa baza modutu T'(U).
(b) Z Wniosku 3.2 oraz punktu (a) konkludujemy, ze w przypadku zbio-
ru otwartego U w R™, kazda forma rézniczkowa w rzedu k na U jest postaci

w = § : Ajy oy Xy AdXjy AL A dxg,
1<<g1<ge<...<gp<m
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gdzie aj, j,... ;. € C°(U). Co wiecej, rodzina

{del /\de2 VANPVAN dek }1<<j1<j2<...<jk<m
jest baza w D¥(U). Zatem DF(U) jest modutem wolnym nad C(U) wy-
miaru () dla 1 <k <miDFU) = {0} gdy k > m.

(c) Wprost z definicji wynika, ze dla dowolnego pola wektorowego X €
['(U) warto$é¢ funkeji dx;(X) w punkcie z € U zalezy jedynie od wartosci
pola X w punkcie z, a nie zalezy od jego warto$ci w innych punktach zbioru
U (por. punkt (a)). Podobna wlasno$é maja wszystkie formy rézniczkowe
na U, a mianowicie zachodzi nastepujacy lemat:

Lemat 3.1 Niech w € D*(U) i X1, Xo,..., X}, € T(U), gdzie U jest zbio-
rem otwartym i niepustym w R™. Wartosé¢ funkcji w(Xy, Xa, ..., Xy) €
C>®(U) w punkcie x € U zalezy jedynie od wartosci pdl wektorowych X1,
Xo, ..., X w punkcie x.

Dowdd. Jak stwierdziliémy w Uwadze 3.6 (c), wlasnos$é ta posiadaja
jednoformy bazowe dx;. Na mocy definicji iloczynu zewnetrznego (Definicja
3.5), wlasnos¢ te maja réowniez k-formy dx;j, Adxj, A... A dxj,. Zbiér tych
form stanowi baze w D¥(U). Zatem wlasnoéé zachodzi dla wszystkich form
rézniczkowych rzedu k. |

Przyktad 3.4 (a) Niech f € C*°(U), U niepusty i otwarty w R™ Woéw-
czas z definicji mamy d f(X) = X (f) dla kazdego X € I'(U). Niech X =
> ity a0, gdzie a; € C°°(U), bedzie przedstawieniem pola X w bazie 9;,
j=1,2,...,m. Woéwczas

d f(X)(z) = iaj(x)aj(f)(x) = iﬁj(f)(x)de(X)(x)
J=1 j=1
(por. (3.9)), wiec

df(X)(z) = S L dx;,
P ) = 3 g

(b) Formy rézniczkowe rzedu m na U C R™ sg postaci
w = adxy Adxo A... Adxpy,
gdzie a € C*°(U). W szczegdlnosci przy a = 1 otrzymujemy forme

dxy Adxo AL Adxy -
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Forma ta polom wektorowym Xji,...,X,, przyporzadkowuje funkcje wy-
znacznikowg macierzy ztozonej ze wspdirzednych tych pdél wektorowych
wzgledem bazy 01, ..., 0. Zatem wyrazenie

|dxi Adxa Ao Adxm (X1, ..., Xom)(D)] peU,

jest rowne objetodci m-wymiarowego réwnolegtoscianu rozpietego przez wek-
tory X1(p), ..., Xm(p) (por.np. Karol Sieklucki, Geometria i topologia Cz.1,
Geometria, Biblioteka Matematyczna 53, PWN Warszawa 1978, str. 349).

Zajmiemy sie teraz formami rézniczkowymi na rozmaitosci k-wymiarowej
M C R™. Pokazemy, ze lokalnie, w dziedzinie kazdej mapy, dowolna for-
me rézniczkowa mozna przedstawi¢ w podobny sposéb jak formy okreslone
na zbiorach otwartych w R”. Ponadto wykazemy, ze nie istnieja niezerowe
formy rzedu wigkszego niz dim M.

Lemat 3.2 Niech w bedzie formg rézniczkowq rzedu n na rozmaitosci M C
R™ ¢ niech V. C M bedzie podzbiorem otwartym w M. Jezeli przynajmniej
jedno z pol wektorowych Xy, ..., X, € I'(M) zeruje si¢ na 'V, tzn. istnieje
taki wskaznik i, 1 < i < n, Ze dla kazdego x € V' zachodzi X;(x) = 0, to
w(X1,...,Xp)(x) = 0 dla kazdego z € V.

Dowdéd. Niech z € V. Wowczas istnieje taka funkcja f € C°(M),
ze f(y) = 0 dla y z pewnego otoczenia punktu z oraz f(y) = 1 dla y ¢
V. Wéwezas f(y)Xi(y) = Xi(y) dla kazdego y € M. Z wieloliniowo$ci w
otrzymujemy

w(Xl,...,XZ',...,Xn)(I‘) = w(Xl,...,in ,Xn)(x) =
f@)w(X,..., Xi,..., Xn)(z) = 0. |

Twierdzenie 3.4 (o zawezaniu formy rézniczkowej) Niech w bedzie
formaq réiniczkowq rzedu n na rozmaitosci M C R™ 4 niech V- C M be-
dzie niepustym podzbiorem otwartym w M. Wowczas istnieje na V' forma
rézniczkowa rzedu n, w € D"(V) taka, ze

v (Xtlyse oo Xy (@) = (X1, ., Xo) (@)
dla dowolnych pdl X1, ..., X, € T'(M) oraz dowolnego x € V.

Dowdéd. Niech x € V. Obierzemy funkcje ¢ € C°(V), taka, ze p = 1w
pewnym otoczeniu V, punktu x takim. ze V,, C V. Niech Y1, ...,Y,, € I'(V).
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Poniewaz nosnik supp ¢ zawiera si¢ w V', wiec kazde z pol wektorowych ¢Y;
jest réwne zeru poza pewnym zbiorem zwartym, zawartym w V. Mozemy
je wiec przedtuzyé jako zero do pewnego pola wektorowego okreslonego na
M; pole to oznaczymy réwniez przez ¥Y;. Przyjmijmy

wy (Y1, Yo) (@) = w(@Y1, ., 9Yy) () -

Zauwazmy, ze prawa strona tej tozsamosci nie zalezy od 1. Rzeczywiscie,
jezeli ¢ jest inna funkcja o tej samej wlasnodci co 1, to funkcja ¢ — i jest
réwna zeru w pewnym otoczeniu punktu z. Zatem na podstawie Lematu
3.2, dla dowolnego ¢ oraz dowolnych pdl Zy,..., Z,_1 € T'(M) mamy

0 = w(Zl,...,Zi_l,(¢—iﬂl)Y;‘,ZH_l...,Zn_l)(x):
w(Z1,. s Zi 1,05 Zigr o Zn1) () —
w(Zl,...,Zi,1,¢1n,zi+1,...,anl)(m).

W konsekwencji

w1 Y, ..., 01 Yn)(x) = w@Yr, 1Y, ..., 1 Yy,)(z) =
W(VY1, Yo, Vi, 1Y) (@) = ... = WY1, Y5, ..., bY,)(2) .

Wprost z definicji wynika, ze wy (Y1, ..., Y,) jest gladka funkcja na V. Pro-

sty rachunek pokazuje (Zad. 6.11), ze wy jest forma CS°(V')-wieloliniowa

rzedu n na I'(V). Zatem wy jest forma rézniczkowa rzedu n na I'(V).
Jezeli Y; = Xilv, to ¥Y; = ¢ X;, zatem dla z € V zachodzi

WV<X1’V7 B Xn’V)<x) = "‘J(th e 7¢Xn)(x) :

Jednak funkcja v jest réwna 1 w pewnym otoczeniu punktu z. Zatem z
Lematu 3.2 wnosimy, podobnie jak poprzednio, ze

wW X, .., v X)) (x) = w(Xy,...,X,)(z)
dla kazdego x € V . To koniczy dowdéd Twierdzenia 3.4. [

Lemat 3.3 Niech (®,U) bedzie mapg rozmaito$ci k-wymiarowej M . Wéw-
czas modult D™(U) jest wolny oraz jego wymiar dimD™(U) = (fl), gdzie
1<n<kidimD"(U)=0 gdyn > k.

Dowdéd. Udowodnilismy wezesniej (Twierdzenie 1.6), ze modul p6l wek-
torowych I'(U) jest wolny z baza 8?’, i=1,..., k. Z poprzedniego paragrafu
wynika zatem, ze wolny jest réwniez modut D" (M). |
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Whniosek 3.3 Jezeli n > dim M = k to D™(M) = {0}.

Dowdéd. Niech w € D"(M). Dla dowolnego punktu x € M istnieje
mapa (®,U) taka, ze x € U. Z Twierdzenia 3.4 wnosimy, ze istnieje forma
wy € D™(U) taka, ze

wu(Xilu, -, Xulv)(y) = w(X1, ..., Xn) () dla yeU.
Korzystajac z Lematu 3.3 otrzymujemy, ze D™(U) = {0}. Zatem
w(X1,...,Xp)(x)=0
dla dowolnych X1,..., X, € I'(M) i dowolnego = € M. [ |

Niech (@, U) bedzie mapa na rozmaitosci M wymiaru k. Pola wektorowe
0F € T(U) okreslone wzorami

O (f)(p) = 0;(fo®_1)(®(p)) dla peU

tworza wtedy baze modutu I'(U). Dowolne pole wektorowe X € I'(U) moz-
na przedstawi¢ w postaci

k
X = Zai(?;b, gdzie a; € C*(U).
i=1

Okreslimy formy rézniczkowe rzedu 1 na U wzorem
AxP(X) =a; dla 1=1,...,k.
7 poprzedniego paragrafu i dotychczasowych rozwazan wynika, ze
AP Adxp AL AdxE, gdzie 1<ii<ip<...<i, <k

tworza baze modutu D¥(U). Pozwala nam to sformutowaé nastepujacy
wniosek:

Whniosek 3.4 Niech w bedzie formg rézniczkowq rzedu n na rozmaitosci
M wymiaru k, gdzie 1 < n < k. Wowczas dla dowolnego punktu p € M
istnieje

(a) mapa (®,U), p € U,

(b) takie funkcje gladkie a;,.. ;, € C®U), 1 < i1 < iz < ... < ip < Kk,
ze dla dowolnych pol wektorowych X1, ..., X, € T'(M) i dowolnego y € U
zachodzi réwnosé

w(Xq,...,.Xn)(y) =

Z Qiy,...in (V) dxiq; A dxiq; A A dx;I';1 (Xilu,-- -, Xnlv)(y) .
1<i1 <i2<...<in<k
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7 Wniosku 3.4 i Lematu 3.1 wynika bezposrednio nastepujacy

Whniosek 3.5 Niech w € D"(M), 1 < n < dmM i Xq1,Xs,..., X, €
[(M). Wartosé funkcji w(X1, Xa,...,X,) € C®(M) w punkcie x € M
zalezy jedynie od wartosci pol wektorowych X1, Xo, ..., X, w punkcie x.

Przyktad 3.5 Niech (®,U) bedzie mapa rozmaitosci M i niech

w = Z Qiy ... in dXi1 Adxj, Ao A dXi]ﬂ (3.10)
1< <io<. .. <in<k

bedzie forma rézniczkowa rzedu n okreslong na ®(U) C R™. (por. Uwaga
3.9 (b)). Zalézmy, ze dla kazdego ukladu wskaznikéw 1 < i3 < iy < ... <
ip, < Kk no$niki funkcji a;, ... ;, sa zwartymi podzbiorami zbioru otwartego
®(U). Forma rézniczkowa (3.10) definniuje pewna forme rézniczkowa na
zbiorze U, a mianowicie

W = > i, © P AxE AdxD AL A X
1<i1<ig<...<in<k

Nogniki funkcji a;, ... ;, o ® sa woéwczas zwartymi podzbiorami zbioru U,
zatem forme @ mozna przedhuzy¢ jako zero poza zbiér U. W ten sposéb

otrzymujemy forme okreslona na catej rozmaitosci M.

n

Definicja 3.8 Moéwimy, ze forma rézniczkowa rzedu n zeruje sie w punkcie
p € M, gdy dla dowolnych pél wektorowych X, ..., X, € I'(M) zachdzi

w(X1,...,Xn)(p) = 0.

3.4 Przeniesienie formy rézniczkowej

Omoéwimy teraz operacje przeniesienia formy rozniczkowej, zwana rowniez
operacja cofniecia formy rézniczkowej (ang. pull-back). Aby okresli¢ te ope-
racje, musimy wpierw oméwic przeniesienie pola wektorowego.

Definicja 3.9 Niech M; and M> beda rozmaitosciami rézniczkowymi wy-
miaru k w R™, a Uy C My i Us C M niech beda otwartymi podzbiorami
tych rozmaitoéci. Z kazdym dyfeomorfizmem ¢ : U; — U, zwiazemy odwzo-
rowanie modutéw pdl wektorowych @, : I'(U;) — I'(Us), okreslone wzorem

. X(f)(p) = X(f 0 2)(P-1(p))

dla X € I'(Uh), f € C®(Us) i p € Uy. Odwzorowanie ®, nazywamy prze-
niesieniem pala wektorowego.
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Uwaga 3.11 Poniewaz X (fo®) jest funkcja gltadka na Uy, wiec . X (f) =
X(f o®)od_q jest gladka funkcja na Us,. Latwo pokazaé ( Zad. 6.12), ze
zachodza nastepujace réwnodci:

2.X(f+9) = PX(f)+ 2. X(g),
Q. X(\f) = NX(f), (3.11)
2. X(fg)p) = f(p)®:X(9)(p)+ g(p)2X(f)(p)
dla f,g € C>®(Uz), A € Rip € Us. Zatem ¢, X € I'(Ua).
Nastepujacy lemat Czytelnik zechce udowodnié samodzielnie (Zad. 6.13):

Lemat 3.4 Odwzorowanie ®, : I'(Uy) — T'(Usz) jest odwzorowaniem R-
lintowym, tzn. dla dowolnych X1, Xo € T'(U1) i A1, A2 € R zachodzi réwnosé

@*(Ale + )\2X2) = Alq)*(Xl) + )\2¢)*(X2) .
Ponadto, zachodzi
D[ X) = (fod 1) Bu(X)
dla dowolnych X € I'(Uy) and f € C*(Uy).

Przyktad 3.6 Zalézmy, ze Uy i Uz sa niepustymi. otwartymi podzbiorami
R™, a ®: Uy — Us jest ich dyfeomorfizmem. Obliczymy postaé¢ odwzoro-
wania ®,. Niech X € T'(Uy), wéwcezas X jest postaci X = Y 1" b;0;, gdzie
b; € C*°(Uy). Zatem przyjmujac ® = (®1, Po, ..., d,,) mamy dla p € Uy

LX) = 3 bi(®(0)3i(f o ) (D1 (p)) =

(@) Y S @) = (12

i=1 7j=1

s

gdzie
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Wrécimy do sytuacji ogdlnej, gdy Uy, Us sa podzbiorami rozmaitosci.

Definicja 3.10 Niech M; and Mj beda rozmaitosciami rézniczkowymi wy-
miaru k w R™, a Uy C M; i Uy C M niech beda otwartymi podzbiorami
tych rozmaitosci. Z kazdym dyfeomorfizmem ® : U; — Uy zwiazemy od-
wzorowanie ®* modutéw n-form rézniczkowych

o* . D" (Uy) — D*(Uy),
okreélone wzorem
P*w(X1,..., Xn) = w(@.X1,..., 0, X,)

dlaw € D"(U2) i X1,..., X, € I'(U1). Odwzorowanie ®* nazywa sie prze-
niesteniem formy rozniczkowej w lub cofnieciem formy réziniczkowej w.

Dla ujednolicenia zapisu przyjmiemy réwniez

Of = fod

dla dowolnej funkcji f € C*°(Us).
Lemat 3.5 (a) Jezeliw € D" (Us) to ®*w jest forma rézniczkowq rzedu n

na Uq.
(b) Odwzorowanie ®* : D™ (Us) — D™(U1) ma nastepuace wilasnosci:

(ID*(wl +wy) = Pu(wr)+ Pu(w2), (3.13)
O (f0) = Bulf)Ba(w). (3.14)
@*(wl A LUQ) = <I>*(w1) A @*(wg) R (315)

dla dowolnych w,w1,ws € D™(Us) i f € C>(Us).

Dowéd. (a) Addytywnos$é odwzorowania ®*w wzgledem dowolnej zmien-
nej wynika z addytywnosci ®*, por. (3.11), oraz z wieloliniowoéci w. Jezeli
feC®U), to fod_; € C®Us) oraz ®*(fod_1) = fod_j0P = f.
Jezeli X; € T'(Uy), to z Lematu 3.4 wynika, ze

(I)*(fXZ) = f O (I),lq)*Xi .
Zatem

@*w(Xl,...,in ;Xn) = w((I)*Xl,,(D*(fXZ),,(I)*Xn) =
fO(I)_lw((I)*Xl,...,(I)*Xi,...,q)*Xn = q)*(f>¢)*w(X1,,XZ,,Xn) .
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(b) Addytywnos¢ (3.13) operatora ®* pozostawiamy do udowodnienia

Czytelnikowi (Zad. 6.14). Wlasnosé (3.14) wynika z réwnosci

O (fw)(X1,..., Xp) = foPw (P X1,...,0X,) = O f-P'w(Xy,...,X,).

Aby udowodnié (3.15) zauwazmy, ze dla wy € D™(Us) i wy € DY(Us) mamy

(I)*(wl /\w2)<X1,. . .,Xn,Xn+1, . ,Xn+g) =

n+{)!
( n][' ) A(wl & w2)(¢*Xl) ceey @*X’n; @*Xn+]_, N (D*Xn_;'_e) =
1
W Z EoWi ((I)*Xo'(l)a ey (I)*Xo'(n))CUZ (é*XJ(rrFl)v . 7(I)*X0(n+£)) =
e UGSn+Z
1 . .
W Z eeP wr (Xo'(l)g . ,Xa(n))q) w9 (Xa(n+1)7 ey XO'(n-i—()) =
o UeSnJré
n+/)! . .
( nw) A(P*w; @ ® wg)(Xl,,__anH) —

(<I>*w1 A CD*(.UQ) (Xl, R ,Xn+g) .
[

Przyktad 3.7 Niech Uy, Uz beda niepustymi, otwartymi podzbiorami R™.
Wéwezas w € D™(Us) jest postaci

w = Z Qi ... jn de1 A LA den ,
ISj1<.<gn<m
(por. Uwaga 3.9 (b)). Zatem korzystajac z Lematu 3.5 otrzymujemy
P*w = > D*aj, 5 @ dxj, AL APy,
1<1<...<jn<m

Obliczymy ®*dx;. Dla X = 7', b;0; € I'(Uy) i p € Uz otrzymujemy,
zgodnie z (3.12), ze

(X)) = g (@.X) = Y h(@) 2 (@) =
i=1 ¢
3 22 (@ (1) s () (@1 (1)
=1 i

W szczegolnosci jezeli w jest m-forma, tzn.

w=adxiA... \Ndxp,



92 RozDZzIAL 6. FORMY ROZNICZKOWE

to

P*'w = PP dxiA... AP dxy, =

0P, 0P,
d*q dxsy A - AdX () =
Ug‘;m 8330(1) 8$g(m) (1) (m)
a( Y e 0% O%m Jdxi AL A dx =
vesn  9%a) 0o (m)

ao®JP dxy A... ANdxy

Lemat 3.6 Niech My, Ms, M3 bedg rozmaitosciami rézniczkowymi wy-
miaru k w R™. Niech Uy, Us, Us bedg otwartymi podzbiorami odpowiednio
My, Ms, Ms. Jezeli ®1 : Uy — Uy i @9 : Uy — Us sq dyfeomorfizmami oraz
b = @2 @) (131, to

B, = (Br),0(B1)s 1 D = (1) o (P2)*. (3.16)
Dowéd. Niech X € I'(U;). Wéwcezas dla f € C*°(Us) mamy
. X(f) = X(fo®) = X(foPr0P1) = (P1): X(foP2) = (P2)x0(P1)«X(f)
do dowodzi pierwszej z réwnosci (3.16). Aby wykazaé¢ druga z nich, rozpa-
trzmy dowolne wD"(Us) oraz Xi,..., X, € I'(U;). Wtedy
SW(X1, .. X)) = w(@X1,..., BuX,) =
w((P2)s 0 (P1)sX1,..., (P2)s 0 (P1):Xp) =
(Do) w((P1)sX1, ..., (P1):Xn) =
(®1)" 0 (P2)* w(X1,...,Xn).

3.5 Robzniczkowanie form rézniczkowych

Definicja 3.11 Niech U C R™ bedzie zbiorem niepustym i otwartym i
niech
w = Z @iy ,.ip dXip A A Xy (3.17)
1< <...<ipn<m
bedzie formg rézniczkowa rzedu n okre$long na zbiorze U. Pochodng ze-
wnetrzng (kobrzegiem) formy w nazywamy forme rézniczkowa dw rzedu n+1
na U okreslona wzorem

dw = Z daih_% VAN dXi1 VANARAN dXin . (318)

1< <. <ip<m
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Przykltad 3.8 (a) Jezeli w jest forma rzedu 0 czyli funkcja gladka w = f €
C>(U), to

dw = df = f:gf
i=1

Zatem pochodna zewnetrzna funkcji jest jej rozniczka. W szczegdlnoéci gdy
wezmiemy funkcje f(z) = z;, to mamy df; = dx;, gdzie dx; sa bazowymi
formami rzedu 1.

(b) Jezeli w =dxj, A...Adxi,. 1 <n<mtodw=0.

(c) Jezeli w jest forma rzedu m, to dw jest forma zerowa, bo kazda forma
rzedu m + 1 jest zerowa.

(d) Jezeli w jest forma rzedu n, 1 <n < m to

da;
dw = > Z gﬂ; M dxg Adxi; AL Adg,
1<i1<...<ip<m j=1 J
Wykazemy obecnie podstawowe wlasnoéci operacji, przyporzadkowuja-
cej formie rézniczkowej jej pochodna zewnetrzna.

Twierdzenie 3.5 (podstawowe wlasno$ci kobrzegu) Niech U C R™
bedzie zbiorem niepustym i otwartym. Wowczas

(a) jezeli wi,ws € D"(U) ia,b € R, to d(awy + bws) = adw; + bdws,

(b) jezeli w € D*(U), to d*w = d(dw) = 0,

(c) jezeli wy € DM(U) i wy € D(U), to

d(w1 /\wg) = (dw1> N wo + (—1)kw1 A dws ,
(d) jezeli w = f € C>®(U) jest formq rzedu 0, to dw = df, gdzie df

oznacza rozniczke funkcji f.

Dowdéd. (a) Rownosé d(awr) = adw; jest oczywista. Wystarczy wiec
udowodnié¢ addytywnos$é. Gdy wi, wy sa funkcjami, czyli wi,ws € D°(U),
to

NE

d(w1 + WQ) = (w1 + wg) dXi =

wl dx; + Z

Zal6ézmy teraz, ze wi,ws € D™(U), gdzie n > 0. Niech

@
Il
—

dx; = dwq + dws .

||M3

w = Z iy, ... in dXi1 VANV dXin
1<i1<...<tn<m
wo = Z sz,...,in dXi1 VAN dXin .

1<in <. <tp<m
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7 poprzedniego kroku mamy
d(aiy,...i + bis.in) = daiy, i, + dbiy, i,
Zatem
d(w; +we) = Z d(aiy,.. i, + iy i) ANdxip AL A, =
1< <. <in <m
Z dai17_._7in dXi1 VAN dxin +
1<i1 <. <in<m
Z dsz,...,in dXi1 VANRAAN dXin = dwi + dwsy
1<i1 <. <in <M

co konczy do6d wlasnoéci (a).
(b) Niech w bedzie dana wzorem (3.17). Wowczas

2w = d(dw) = d( Z Aiy,.iy AXiy Ao Adxgy ) =

1<i1< <z‘n<m

Z Z Z ax ax (1117..,71',1) ng /\de /\dXi1 VANRAN den =
J

1< <. <in<m j=14=1
82 82
Z Z (m(ail,“.,in) - m(ailrnzin))

1<i1 <. <in<m 1<b<j<m
dXz/\de /\dXi1 VAN /\dXin =0

na podstawie twierdzenia Schwarza o pochodnych mieszanych (I, Czesé¢ 2,
Twierdzenie 8.20).

(c) Niech wy bedzie postaci (3.17). Zatozymy najpierw, ze wy € D°(u),
wiec wy = f € C®(U). Wowczas

w1 Nwg = Z faih“"in dx;;, AL Adx,
1< <...<in<m
wiec
0
d(wy Awg) = > or; (faiy,..in) dxy Adxiy, AL Adxg, =

1< <. <ip<m j=1

f Z Z oz, A iy, A A X AL A, +

1< <...<in<m j=1

UL
Z Qjq,...yin Z axjf; de /\dXi1 AN dXin =
j=1

1<i1<...<in<m
fAwe + df ANwa,
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na mocy wlasnoéci iloczynu zewnetrznego (Twierdzenie 3.3).
Przyjmiemy teraz wi; = dxj A... A dx;,. Korzystajac z punktu (d)
Twierdzenia 3.3 otrzymujemy

d(w1 /\wg) = d( Z Qiy ... in del /\.../\dek/\dXi1 /\.../\dXin) =

1< <. .<ip<m

Z dail’_“?in A ClXj1 VANARWA dek A d_Xi1 Ao ANdxg, =
1< <. <ipn<m

(—1)k Z del VAN dek /\dail’mﬂ-n A dXi1 Ao ANdxg, =
1<i1 <. <in<m

(—Dkdxj, A /\dek/\( Z dag,,... i, N dxi, /\~--/\dXin) =
1<i1 <. <in<m

(dwl) N wo + (—1)’%1 A dws ,
bo dw; = 0 (Przyktad 3.8 (b)).
Przejdziemy do przypadku ogdlnego, gdy
w1 = Z bjla---Jk de1 VANARWA dek .
1< <. <jg<m
Korzystajac z poprzednich rachunkéw, otrzymujemy:

d(u)l VAN WQ) = Z d(bj17~--,jk VAN ClXj1 VANRVAN dek /\WQ) =
1< <. <ggs<m

> bj g Ad(dxg AL Adxg, Aws) +
11 <. <jrsm

Z dbjla---yjk A de1 VANARA dek Nwy =
11 <. <ji<m

Z (_1)kbj1,...,jk de1 AN dek /\WQ) +
I <. <gr<m

Z dbj1,.--,jk VAN de1 VANVAN dek Nwy =
1< <jgsm

(dwi) A wy + (=1)Fwi A dws |

co konczy dowdd wlasnoscei (c).
(d) wynika z Przykladu 3.8 (c). |

Whniosek 3.6 Pochodna zewnetrzna jest jedynym odwzorowaniem przypo-
rzgdkowujgcym kazdej formie rozniczkowej na niepustym zbiorze otwartym
U C R™ forme o jeden rzqd wyzszq, ktéra spelnia warunki (a)-(d) Twier-
dzenia 3.5.
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Dowéd. Zaléimy, ze d spelnia warunki (a)-(d). Jezeli w jest rzedu 0,
to z (d) wynika, ze dw = dw. Niech f;(z) = z;. Wtedy f; € C°(U) i df; =
df; = dxi, zatem z (b) wnioskujemy, ze a(dxi) = a(afz) = 0. Korzystajac
z (¢) otrzymujemy przez indukcje, ze a(dxi1 Ao Adxg,) = 0. Jezeli w jest
dowolng forma postaci (3.17), to

aw = Z a(aih.,,,in Xml VAN Xmn ) =

1< <...<tp<m

> dag, i, Adxiy, A .. Adx, +

1< <. <ip<m

Z Qiy,...im Aa(dxil Ao Adxy, ) = dw,

1< <. <ip<m

gdzie pierwsza rowno$¢ wynika z warunku (a), druga z warunku (c), a trze-
cia z poprzednich obliczen. |

Twierdzenie 3.6 (o przeniesieniu kobrzegu) Niech U,V C R™ bedg
zbiorami niepustymi © otwartymi i niech ® : U — V bedzie dyfeomorfizmem
U naV. Wéwczas, jezeliw € D™(V), to

" (dw) = dP*w, (3.19)

gdzie przeniesienie ®* okreslone jest jak w §6.3.

Dowdéd przeprowadzimy indukcyjnie wzgledem rzedu formy w. Niech
n=0,tzn. w=fe€C®V). Wéwczas ®*f = f o ® i mamy dla dowolnego
pola X € I'(U)

(@*df)(X (iaf 5 ) (X) i::l( 0 @) " dx(X).

Wiemy jednak, ze

" dxj(X)(p) = dx; (2(X))(p) = (3.20)
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dla p € V. Zatem

<.
Il
—_

[
~
Q
Sy
¢}
K
(¢}
~
N
o,
2
=
(¢}
~
I
C)
*
=

To koniczy dowdd réwnosei (3.19) przy n = 0.
Przypusémy, ze (3.19) zachodzi dla dowolnej formy w rzedu n. Zauwaz-
my wpierw, ze z tozsamosci (3.20) wynika, ze

J dx Adx; = 0.
i

d(®*dxj ) (X) = Zzamka
=1

k=1

Wéwcezas

P*(d(w A dxj)) = " (dw Adx; + (—1)"w Ad(dxi)) = P*(dw Adxi) =
P*(dw) A (@7 dx; ) = d(P*w) A (P*dxi) + PwAd(P*dxi) =
=d(Q'wA D" dx;) = d(P*(w A dxi)) .

Dowolna (n 4 1)-forma jest suma form postaci w A dx;. Zatem teza wynika
z addytywnosci pochodnej zewnetrznej i operatora ®*. [ |

Uwaga 3.12 Korzystajac z Twierdzen 3.5 i 3.6 mozna wykazaé, ze réw-
niez na dowolnej rozmaitosci rézniczkowej M wymiaru k istnieje doktadnie
jedno odwzorowanie przeksztatcajace formy rézniczkowe rzedu k w formy
rézniczkowe rzedu k + 1 spelniajace warunki (a)-(d) Twierdzenia 3.5.

Jezeli (®,U) jest mapa rozmaitoéci M to zbiér U jest dyfeomorficzny z
otwartym podzbiorem ®(U) C R¥ przestrzeni R¥. Mozemy zatem przeniesé
operacje pochodnej zewnetrznej ze zbioru ®(U) na zbiér U. Z Twierdzenia
3.6 wynika, taka definicja pochodnej zewnetrznej na zbiorze U nie zalezy od
wyboru mapy, w tym sensie, ze jezeli zbiér U jest w dziedzing dwdch map
to obydwie mapy okreélaja te sama operacje pochodnej zewnetrznej. Stan-
dardowa procedura z wykorzystaniem atlasu i zwigzanego z nim rozktadu
jednosci pozwala rozszerzy¢ te operacje na cala rozmaitosé M. Wreszcie ro-
zumujac podobnie jak w dowodzie Wniosku 3.6 pokazujemy jednoznacznosé
tej operacji.
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Warunek (b) Twierdzenia 3.5 pozwala wyr6zni¢ dwa wazne typy form
rozniczkowych.

Definicja 3.12 Forme rézniczkowa w rzedu k, gdzie k > 1 nazywamy:
(a) zamknietq, gdy dw = 0,
(b) doktadng, gdy istnieje forma @ rzedu k — 1 taka, ze do = w.

Uwaga 3.13 Z réwnoéci d?w = 0 (Twierdzenie 3.5 (b)) wynika natych-
miast, ze kazda forma rézniczkowa doktadna jest zamknieta. Jest réwniez
rzecza oczywista, ze kazda forma rézniczkowa rzedu m okreélona na zbiorze
otwartym U C R™ jest zamknieta, bo jedyna forma rzedu m + 1 jest forma
zerowa.

Nastepujacy przyklad pokazuje, ze nie kazda forma zamknieta jest do-
ktadna.

Przyktad 3.9 Niech zbiér U € R? bedzie otwartym kotem jednostkowym
K(0,1) C R? 7z usunietym érodkiem, tj. U = B(0,1) \ {0} C R% Na U
okreslimy forme w rzedu 1 wzorem

Yy x

dx + dy .

w = —
$2+y2 $2+y2

Czytelnik zechce sprawdzi¢ prostym rachunkiem, ze forma w jest zamknieta
(Zad. 6.15). Pokazemy nie wprost, ze forma ta nie jest dokladna. Przypu-
Scmy, ze forma w jest dokladna. Zatem istnieje funkcja f € C°(U) taka,
ze d f =w, czyli

of _ __y . 9 _ =
or  x2492 oy  x24+y?’

dla (z,y) € U, tj. 0 < 22 + y?> < 1. Wprowadzimy na obszarze U wsp6t-
rzedne biegunowe

T = TCcosy, Yy = rsinp 0<r<l, 0<p<2m.
Ustalmy r,, 0 < 1, < 11 okreslmy funkcje g zmiennej ¢ wzorem

g(¢) = f(rocosp,rosing).

Jezeli f jest funkcja klassy C'*° to g jest gtadka funkcja 2m-okresows, w
szczegblnosci

lim (¢) = 9(0). (3.21)
p—2m
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Obliczymy pochodna funkcji g. Korzystajac z reguly Leibniza otrzymujemy
dg _ 0fox _0fdy _

-~ - <L + =
dy dxdp Oy dyp
Wiynika z tego, ze funkcja g jest funkcja $cisle rosnaca w przedziale < 0, 27)
co przeczy warunkowi (3.21). Zatem funkcja f o zadanych wlasnosciach nie
istnieje.

Okazuje sig¢, ze to czy kazda forma zamknieta okreslona na zbiorze

otwartym U jest doktadna zalezy od wilasnosci zbioru U. Przykladem zbio-
row dla ktorych taka wlasnoéé zachodzi, sg zbiory gwiazdziste.

Definicja 3.13 Zbiér otwarty U C R™ nazywamy zbiorem gwiaZdzistym,
gdy istnieje punkt x, € U taki, ze odcinki taczace =, z kazdym pozoszatym
punktow zbioru U sa zawarte w tym zbiorze.

Przyktadami zbioréw gwiazdzistych sa niepuste zbiory otwarte i wypu-
kte. Istnieja jednak takze zbiory gwiazdziste niewypukte. Zbiér U z Przy-
ktadu 3.9 nie jest gwiazdzisty, jak Czytelnik zechce tatwo sprawdzié.

Twierdzenie 3.7 (Poincarégo® o doktadnoéci) Jezeli U C R™ jest
otwartym zbiorem gqwiaZdzistym, to kazda forma rozniczkowa rzedu n > 1
zamknieta na U jest dokladna.

Dowdd. Wykazemy najpierw, ze mozna zalozy¢, iz zbiér U jest gwiazdzi-
sty wzgledem punktu 0 w R™. Przyjmijmy, ze U jest gwiazdzisty wzgledem
pewnego punktu p, € U. Niech T bedzie translacja przestrzeni R™ taka,
ze T(0) = po. Wowczas, jak Czytelnik zechce sprawdzié, ze zbior T_;(U)
jest gwiazdzisty wzgledem 0. Odwzorowanie T komutuje z pochodng ze-
wnetrzna, zatem przeksztalca formy zamkniete (dokladne) na U, na formy
zamkniete (odpowiednio doktadne) na T (U). Mozemy wiec zalozy¢, ze U
jest gwiazdzisty wzgledem 0.

Przy tym zalozeniu okre§limy odwzorowanie F : D*(U) — D" }(U)
takie, ze F(0) = 0 oraz dla dowolnej formy w € D"(U) zachodzi w =
F(dw) 4+ d(Fw). Niech w bedzie postaci (3.17) (patrz Definicja 3.9). Zbiér
U jest gwiazdzisty wzgledem 0, zatem na U mozemy okresli¢ funkcje gltadkie

1
biy,.oink(T) = (—1)’“71%’;@/0 " ag, i, (tx)dt

3Henri Poincaré (1854-1912), matematyk francuski o szerokich zainteresowaniach, pro-
fesor Sorbony, wspéttwérca wspélczesnej topologii. Zajmowal sie¢ rowniez réwnaniami
rézniczkowymi, geometrig algebraiczna i analiza zespolona.
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dlal <k < n,gdziel <11 <...<i, <m.Zreguly Leibniza wynika, ze
abi17 7in7k

1
@j@>:@weW*A”%m%WW+

1 aa, .
-1 k—1 s / tn 11y.-+5%n t dt
R

dla j = 1,...,m, przy czym &, ; = 1 gdy ix = j, 6;,.; = 0 gdy i # J.
Odwzorowanie I : D"(U) — D"~ }(U) okreslimy wzorem

Flwy= Y Zb“, k(@) Ay A A, AL Adg,

1< <. <in<m k=1

gdzie symbol " oznacza, ze wyraz dx;_nalezy pomingc.
F(w) jest oczywiscie forma rézniczkowa rzedu n — 1, oraz F'(0) = 0, bo

b; r = 0 jesli a;, .. ;, = 0. Ponadto,

11 yeeesln,
d(F(w)) = (3.22)
3 Zdbm k(@) dxiy AL A AL Adxg, =

I<n<...<tpn<mk=1

S 30 Pt () g ek, A A Al =
J

1< <. <zn§mk 15=1

> Z (/ "y, () dt
1< <. <ipn<m k=1

dxi, Adxi, AL Adgg, AL Adxg, +
n 0

SOy xlk(/ Dt 1))

1<i <. <in<m k=1 j=1 0 Ly
dxj Adxi, AL Adxy AL Adxg, =

1
n Z (/0 t"flaihwin (tx)dt) dxj, AL A Adx AL Adx,

1<in<.. <in<m
1 da, .
Y e ([ et
1< <. <in<m k=1 j=1 0 T
dxj Adxiy A Adxg A Ad,
7 drugiej strony

w- ¥ ¥¥

1< <...<tp<mk=1j=1

aazla %

827] x)dxj Adxi, AL Adxg, -
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Rozpatrujac analogiczng operacje na n + 1 formach otrzymujemy

F(dw) = (3.23)

S S e

1< <...<in<m .’L']

—

.

N v oa0ai i,
- DS e () o)

1< <. .<ipn<m k=1

dxj Adxiy AL Adxy AL Adxg, -
Dodajac stronami (3.22) i (3.23) otrzymujemy

d(Fw) + F(dw) =

n Z (/Olt @iy, i tw)dt) dxj, Ao Adxg, +

1< <...<tp<m

S ey i, =

1<i1 <. <in<m j=1

(/01 Z(tn%, i (tw))dt) dxiy AL Adxg, =
1<i1<...<in<m

Z Qi ... in (Z‘) dXi1 VAR dXin = w

1< <. <ip<m

Jezeli forma w jest zamknieta to
w = d(Fw) + F(dw) = d(Fw).

Zatem w jest dokladna. [ |

Uwaga 3.14 (a) Zalozenie, ze zbiér U jest gwiazdzisty nie jest optymal-
ne, adekwatne zalozenie trzeba wyrazi¢ w jezyku topologii. Dotyczy ono
problemu $ciagalnosci zbioru do punktu.

(b) Tozsamoéé d?w = 0 ma daleko idace konsekwencje topologiczne.
Mozemy bowiem rozwazaé¢ nastepujacy ciag operatoréw liniowych

0 o POy I D) 22 ()

d
e, (M) P4 0,
gdzie M jest rozmaito$cia wymiaru k, a d; jest pochodna zewnetrzna

d; : DYM) — DI(M).



102 RozDZzIAL 6. FORMY ROZNICZKOWE

Réwnoéé d?w = 0 implikuje zawieranie Im d;_; C kerd;. To pozwala badaé
wtasnosci topologiczne rozmaitoéci poprzez wlasnosci modutéw ilorazowych
H; = kerd;/ITmd;_;. W przypadku zbioru gwiazdzistego mamy H; = {0}
dla dowolnego ¢ = 1,. .., k. Odpowiednia teoria nosi nazwe teorii (kohomo-
logii) de Rhama?.

4Georges de Rham (1903-1990), matematyk szwajcarski, profesor uniwersytetu w Lo-
zannie.



Rozdziat 4

Calkowanie na
rozmaitosciach

Celem niniejszego rozdzialu jest okreslenie pojecia caltki na zorientowane;
rozmaitosci rézniczkowej z brzegiem M (7) oraz uzyskanie dla formy réz-

niczkowej w réwnoéci miedzy calka fM @ dw po rozmaitosci M (?) oraz

)

calka [ oM (7)Y po brzegu tej rozmaitosci, co stanowi¢ bedzie ogdlng wersje

twierdzenia Stokesa (III, Czesé¢ 1, Twierdzenie 3.7 i wzér (3.10)). W tym
celu musimy wpierw okresli¢ catkowanie form rézniczkowych.

4.1 Calkowanie form rézniczkowych na zbiorach
otwartych w R™

W przypadku gdy rzad formy rézniczkowej w (Definicja 3.6) okreslonej na
rozmaitosci zorientowanej (Definicja 2.14) jest réwny wymiarowi tej roz-
maitoéci mozemy okredli¢ catke z formy rézniczkowej w. Niech U C R™
bedzie niepustym, spéjnym i ograniczonym zbiorem otwartym w R"* mie-
rzalnym w sensie Jordana i niech w bedzie formg rézniczkows rzedu m na
U okreslong wzorem

w(z) = flx)dxi A... Adxpy dla zeU,

gdzie f € C*(U). Jezeli o jest dowolna permutacja zbioru {1,2,...,m},
to
dxi A ... Adxy = (—1)8‘7 an(l) VANAWAN dxa(m) R

gdzie e, oznacza sygnature premutacji o. Zatem

w(x) = (—1)ng(.’£) dXU(l) VAN dXJ(m) .

103
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Innymi stowy jedynymi mozliwymi wspélczynnikami formy w sa funkcje
f(z) lub —f(x) w zaleznosci od tego, czy permutacja ?jest parzysta czy
nie. To jednak znaczy, ze przedstawienie m-formy jest jednoznaczne jezeli
ustalimy pewna orientacje T przestrzeni R™ i zarzadamy, by orientacja
bazy (ey(1), - - - » €x(m)) byla zgodna z T Mozemy przyjaé zatem nastepujaca
definicje:

Definicja 4.1 Niech T bedzie orientacjg przestrzeni R™, a U niepustym,
spéjnym i ograniczonym zbiorem otwartym w R™, mierzalnym w sensie
Jordana. Niech w bedzie forma rézniczkowa rzedu m okreslona na U. Jezeli
baza (€s(1y; - - -, €x(m)) jest zgodna z T

w(z) = f()dxXsq) Ao AdXg(m) 5 (4.1)

gdzie f € C*°(U) jest funkcja ograniczona, to calka z formy w po zbiorze
zorientowanym U(g}) z orientacjq T nazywamy liczbe

/U(?)w = /Uf(az)da:

Uwaga 4.1 (a) Jezeli zmienié orientacje 7 na orientacje przeciwng — T,
to

w(z) = —f(x)dxyay A A dXp(m), (4.2)

gdzie n jest permutacja taka, ze orientacja bazy (677(1)> cee en(m)) jest zgod-

/U(_?)w = /U—f(a:)dx = —/U(?)w.

(b) Jezeli forma w € D™(R™) jest okreslona wzorem (4.1) i f € C3°(R™),
to zawsze istnieje zbiér ograniczony, spdjny i otwarty U C R", mierzalny
w sensie Jordana taki, ze supp f C U. Co wiecej, catka z formy w nie zalezy
od wyboru zbioru U zawierajacego noénik funkcji f. Ma zatem sens catka
~. w, o ile tylko noénik funkcji f jest zwarty.

Jom 3y

m
na z —7. Zatem

Twierdzenie 4.1 (o wlasnosciach arytmetycznych calki z formy)
Jezeli w,wy € D™(U), gdzie U jest otwartym, spdjnym i ograniczonym pod-
zbiorem R™, mierzalnym w sensie Jordana, to

(a) fU(?) A+ Mw; = )\fU(?)w + A\ fU(?) wp dlad, A €R,



7.1. CALKOWANIE FORM NA ZBIORACH OTWARTYCH W R™ 105

Dowdéd. Pozostawiajac (a) Czytelnikowi do samodzielnego wykazania, ogra-
niczymy si¢ do dowodu (b). Niech w bedzie postaci (4.1), gdzie baza (€41, - - - , €5 (m))
jest zgodnie zorientowana z 7. Wtedy dla dowolonej bazy (e, 1), - - - €y(m))

o orientacji przeciwnej do 7 mamy réwnosé (4.2), wiec

/U(?)w = /Uf(x)dxz —/U(—f(x))dX: —/U(_?)w_
|

Niech ® : U — ®(U) C R™ bedzie dyfeomorfizmem. Jezeli zbiér U
jest spdjny, to albo J®(x) > 0 dla kazdego = € U, tzn. dyfeomorfizm
® zachowuje orientacje g}, albo tez J®(z) < 0 dla kazdego = € U, czyli

dyfeomorfizm & zmienia orientacje T na przeciwng. Niech w € D™ (®(U))
bedzie forma rézniczkowa rzedu m na ®(U), okreslona wzorem (4.1) taka,
ze f jest funkcja ograniczona. Wéwczas jej cofniecie ®*f (Def. 3.10) jest
okreslone wzorem

P*w(z) = fo®(x)JP(z)dxs) A A dXg(m)

(por. Przyklad 3.7). Zatem z twierdzenia o zamianie zmiennych w calce
wnosimy, ze

/ P'w = / w gdy J®(z) >0 dlakazdego xz €U
U(r) o(
oraz

/ Pw = —/ W gdy J®(z) <0 dlakazdego x € U.
U(r) 2(U)(T)

Wykazalismy wiec nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.2 (o calce z cofnigcia formy) Jezeli ® : U — ®(U) C
R™ jest dyfeomorfizmem okreslonym na otwartym, ograniczonym i spojnym
podzbiorze U C R™, mierzalnym w sensie Jordana, oraz forma rézniczkowa
w € D™(P(U)) jest dana rdwnosciq (4.1), gdzie f € CF(®(U)), to

/ ow = fq,(U)(T)w gdy ® zachowuge orientacje,
2U)(7)

oW gdy ® zmienia orientacje na przeciwng.



106 RozpzIiAL 7. CALKOWANIE NA ROZMAITOSCIACH

4.2 Calka z k-formy rézniczkowej na k-wymiarowej
rozmaitosci zorientowanej

Niech M bedzie spdjng zorientowang rozmaitoscia rézniczkowa wymiaru k i
niech 7 bedzie orientacja tej rozmaitosci. Podobnie jak poprzednio bedzie-
my pisa¢ M (/7_'\) iM (—/7}) O rozmaitosci M zalozymy ponadto, ze speinia
nastepujacy warunek

(S) istnieje skoficzony atlas tej rozmaitosci {(®;, U;)}._; zgodny z orien-
tacja rT\ttaki, 7e zbiory U; sa spojne oraz zbiory ®;(U;) C R¥ sa otwar-
tymi i ograniczonymi podzbiorami R¥, mierzalnymi w sensie Jordana,
przy i =1,2,...,1.

Latwo zauwazyé, ze powyzsze zalozenia sa spelnione, jezeli M jest roz-
maitodcia zwarta. Podobnie jesli M jest rozmaitoscig zwarta z brzegiem, to
zalozenia te spelniaja zaréwno M = M\ OM jak i brzeg OM (w przypadku
OM mamy oczywiscie ®;(U;) C RF 1),

Rozpatrzmy forme w € D¥(M). Niech {p;}!_; bedzie C*-rézniczkowal-
nym rozktadem jednosci zwigzanym z pokryciem {Ui}ézl. Wowcezas w; =
p;w sa réwniez formami rzedu k£ na M oraz

l
w = Zwi.
i=1

Forma (®;)* w; jest forma rzedu k okreslona na otwartym podzbiorze
®;(U;) w R*. Niech T, bedzie orientacjg kanoniczng w R¥. Okredlimy catke

fM(rT») w przy pomocy calek z (®;)* w; po (IDi(Ui)(?e) nastepujaco:

Definicja 4.2 Jezli catki

L (@) wi (4.3)
L@wa !

istniejg dla ¢ = 1,2,...,[, to ich sume

l
w= G (4.4)
/M(T) ;[I’z(Uz)(Te) '

nazywamy catkq z formy w na rozmaito$ci M.
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Uwaga 4.2 (a) Jezeli M jest rozmaitoécia zwarta, to calki (4.3) istnieja
dla dowolnego i, zatem calka (4.4) istnieje wéwczas dla dowolnej k-formy
rozniczkowej w okreslonej na M.

(b) Powyzsze okreslenie jest poprawne, jesli nie zalezy od wyboru atlasu
zgodnego z dana orientacja, ani od uzytego rozktadu jednosci. Dowdd tego
poprzedzimy nastepujacym przyktadem:

Przyktad 4.1 Niech M = U C R™ bedzie zbiorem otwartym, ograniczo-
nym i spéjnym w sensie Jordana (tj. brzeg zbioru U ma miare Jordana 0
w R™; por. I, Czesé 1, Twierdzenie 4.5). Jezeli na U zadana jest kanonicz-
na orientacja R™, T = ?e, to zgodnie z tym co zauwazyliSmy wczedniej
(Uwaga 2.11(a)) jest ona wyznaczona przez jednoelementowy atlas ztozony
z identycznosci id{(U,id)}. Wowczas (id—1)* = id* jest réwniez identycz-
noscia, zatem definicja wzorem (4.4) pokrywa sie z wczesniejsza definicja
catki z formy rézniczkowej na zbiorze otwartym, spéjnym, mierzalnym w
sensie Jordana (Definicja 4.1). Jesli na U zadana jest orientacja przeciw-
na do orientacji kanonicznej, to wyznaczajacy ja atlas moze byé¢ postaci
{(U,id)}, gdzie id(z1, o, ..., xm) = (21,22, ..., —Zm). Wowezas jak Czy-

~
*

telnik zechce sprawdzié, mamy (id_;)* = (id)* = —id. Zatem i w tym
przypadku Definicja 4.2 wzorem (4.4) zgadza si¢ z poprzednia.

Lemat 4.1 Definicja 4.2 nie zalezy od wyboru rozkladu jednosci i skonczo-
nego atlasu zorientowanego zgodnego z wybrang orientacjg ¢ spelniajgcego
warunek (S).

Dowéd. Niech {(®;,U;)}_; i {(¥;,V;) 7—1 beda atlasami zgodnymi z
orientacjg rozmaitosci M. Niech {goi}ézl bedzie rozkladem jednosci zwig-
zanym z pierwszym atlasem, a {1;}7_; rozkladem jednosci zwiazanym z

drugim atlasem. Niech dla danej formy rézniczkowej w bedzie w; = p;w,
&7]' = ij, Wi,j = cpiij. Woéwecezas

n l
w; = E Wi 4 oraz wj = E Wi j-
j=1 =1

Mamy wiec
I n

fur® = B o @ = B

/ L (@i)-1) wig s
=1 @i (Us)(7e) i=1j=1 i (UinV;)(7e)

gdzie T jest orientacja kanoniczng w R¥. Jednak

(®i)-1 = ((¥))-10F;) 0 (P;)-1 = (¥;)-10((¥;) 0 (Pi)-1),
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wiec rowniez
(@21 = (L0 (®i)-1)" 0 (¥))2y.

Poniewaz dyfeomorfizm W; o (®;)_1 zachowuje orientacje, wiec

/ A ()5 Wiy = / L (T)Ewi
@ (UiNVj)(7e) U5 (UsnVj)(Te)

W konsekwencji

I n
/M(?)w B ;;Apl (U:NV;)( Te) i) =
I n
= ZZXD 1w1,]_ZZ/ 1 0,7

i=17=1 J UlmVJ Te) i=17=1 VJ)(TC

- Z[p (Vi () j)fl(;wi’j Z[y (V)Te) 18

Twierdzenie 4.3 (wlasnosci calki z formy na rozmaitosci)

Jezeli w,wy € DF(M), gdzie M jest spdjng, zorientowanqg rozmaitoscig wy-
mairu k spelniajgcqg warunek (S), to

(a)me)\w+)\1w1 )\f mw+)\1f (7@ dla \,\1 eR

® fM(r) = @

Dowdd. Wiasnoéé (a) pozostawiamy Czytelnikowi do samodzielnego wy-
kazania. Udowodnimy (b). Nlech {(®;,U;)}._, bedzie atlasem zorientowa-
nym zadajacym orientacje 7. Dla ®; = (®i1,...,P;x) oznaczymy P, =
(®i1,...,—Pig). Niech {p;}_, bedzie rozkladem jednosci zwiazanym z
pokryciem {U;}!_,. Kazdy z tych dyfeomorfizméw ®; o (®;)_; : &;(U;) —
®,(U;) zmienia orientacje na przeciwna, zatem

(@) w = —/~ () wi
[I%-(Ui)(n) ! ERUATCR NI

dla dowolnej k-formy w € D*(M), _gdzie w; = piw; przy czym Te jest
orientacja kanoniczng w R¥. Atlas {(®;, U;)}._, zadaje orientacje przeciwna
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do 7. Stad otrzymujemy

l l
w = (P w = — /~ N (®;)" wi =
/Mm ;A(Unm) ! ; (AT R

M(=7)(7e)

Uwaga 4.3 Niech M bedzie rozmaitoscig rézniczkowa wymiaru k& w R™
oraz niech w bedzie formg rzedu n okreslona w pewnym otoczeniu otwartym
Q) rozmaitosci M. Wowcezas forma w indukuje w sposéb jednoznaczny pewna
forme rzedu n na rozmaitosci M. Aby sie o tym przekonaé¢ przyjmijmy, ze
X1,...,Xp €e(M) ipe M. Wezmy mape (®,U) rozmaitoéci M taka, ze
peU. Niech®:U — V bedzie dyfeomorfizmem zwiazanym z ta mapa.
Jezeli funkcja ¢ € C5°(U) jest réwna tozsamosciowo 1 w pewnym otoczeniu
p, to pole wektorowe pX; mozna przedtuzy¢ do pewnego pola wektorowego
X; okreslonego na U N, przy czym pole X; zeruje sie w pewnym otoczeniu
brzegu zbioru U N . Zatem pole X, moze byé przedtuzone jako 0 na caly
zbior Q. Z okreslenia pola X; wynika, ze X;(q) = X;(q) dla ¢ nalezacego do
pewnego otoczenia punktu p. Przyjmijmy, ze

G(X1,.., X)) = wX1,..., X)) ().

Wartoéé jaka funkcja w(X, ..., X,) prayjmuje w punkcie p zalezy jedynie
od wartoéci pél wektorowych X, w punkcie p. Jednak X; (p) = Xi(p), wiec
definicja @ nie zalezy od wyboru przedtuzenia i mapy. Co wiecej, funkcja
p— W(X1,...,Xn)(p) jest gladka oraz w jest forma antysymetryczna rzedu
n na rozmaitosci M. W dalszym ciagu, jezeli nie bedzie to prowadzi¢ do
nieporozumien, te forme indukowana na M oznaczaé¢ bedziemy réwniez
przez w.

Przykltad 4.2 (a) Niech M bedzie spdjna rozmaitoscia wymiaru 1, tzn.
krzywa w R™, posiadajaca atlas {®, M }. Wéwczas v = ®_1 jest parame-
tryzacja krzywej M, v : (a,b) — M. Niech w bedzie jednoforma w R™, t;j.
w=a1dx)+...+ ap dx,,, gdzie a; € C°(U), a U jest zbiorem otwartym
takim, ze M C U C R™. Obliczamy v*w = (®_1)*w. Niech X € I'(a,b).

Wéwcezas
m

WX)() = X(for) = 3. Daf
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dla f € C*(U), gdzie v = (y1,...,vm). Zatem

Tw(X) = wln(X)) = Z%

Jezeli M jest wyposazona w orientacje 7 od a do b, to

d%
AW = ~ Yw = / ))dt .
/M(T) /(mb)( Z ®)

(b) Niech M bedzie platem powierzchniowym wymiaru k& w R*¥+! nad
ograniczonym zbiorem otwartym mierzalnym w sensie Jordana U C R,
tzn.

M = {(z,p(z)) € R*: 2z c U},

gdzie ¢ : U — R jest pewng funkcja gladka. Na M istnieje atlas ztozony z
jednej mapy (®, M), gdzie ® : M — U jest rzutowaniem, ®(x, p(z)) = x.
Niech w bedzie k- forma okreslona w pewnym otoczeniu V rozmaitoéci M ;
zapiszemy ja w postaci

k+1
w = Zaidxl/\dXQA.../\dxiA.../\dxk+1, gdzie a; € C*°(U).
i=1

Obliczymy calke z formy w na rozmaitosci M wyposazonej w orientacje
wyznaczong przez atlas (®, M). Niech ®:V U bedzie dyfeomorfizmem
zwiazanym z mapa (®, M), przy czym M C 1% C RF¥+1 Niech ¥ : U — V
bedzie dyfeomorfizmem odwrotnym do &, tj. Dol = idg, ¥o P = idy;.

Cofniecie (®_1)*w jest k- forma na U C R¥, zatem jest postaci
(<I>,1)*w = b(.l‘) dxi AL .. Adxg,

oraz

b(x) = b(SU) dxi A... A ka(al, e ,8k).

Zatem
b(x) = (@-1)"w(@1,.,0) = w((@1).01,..., (B_1).0y) .
Mamy ponadto ®_; = ¥y, wiec dla f € C°(V) i p € M zachodzi

((q),l)*al)f(p) - 8z(fo(1) E 81‘ a$ ( )
2 J
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czyli
k+1 ov,
((@-1):0;) = ; 9o, (®(-))9; dla i=1,....,k.
Ale
a\I/j 1 dlai= j,
®(p)) = 6;; =
&ri( (®) 7 {o dlai # j,

bo ®_; = VU|y, oraz

T (@) = 57 (@().

W konsekwencji mamy

0
(®_1)40; = 0; + 87;23“1

dlai=1,...,k. Dzieki tym tozsamosciom otrzymujemy
dxi A... A a;(k+1((q)_1)*81, ceey ((I>_1)*8k) =1

oraz

dp

Xm/\---/\gX\i/\-u/\ka—&-l ((@,1)*81,...,(@,1)*8]6) = B

gdy 1 < i < k. Zatem

7

k
0
w(((b_l)*al, ey (<IJ_1)*8k) = Zazaif + apq1
=1

oraz ) N
/M(?) v /U (Za’(‘r) Ot; () + ak+1(x)> dx.

=1

4.3 Ogoblne twierdzenie Stokesa

Udowodnimy teraz najwazniejsze twierdzenie rachunku catkowego form roz-
niczkowych, jakim jest niewatpliwie twierdzenie Stokesa. Niech (M, ?} be-
dzie rozmaitoscig zwarta zorientowang wymiaru k z brzegiem, M C R™.
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Niech w bedzie forma rézniczkowa rzedu k — 1 okreslona w pewnym oto-
czeniu rozmaitosci M. Wéwczas pochodna zewnetrzna dw jest formg rzedu
k. Istnieja zatem catki

/ . dw i / L w
M(T) OM(T)

Twierdzenie Stokesa orzeka, ze obydwie te calki sa sobie réwne. Zanim
przejdziemy do sformulowania i udowodnienia tego twierdzenia, przesledz-
my wspomniany zwiazek na najprostszym przykladzie gdy M jest rozma-
itoscia wymiaru 1, a w jest forma rzedu 0, czyli funkcja klasy C°°(R™).

Przyktad 4.3 Niech rozmaitos¢ M bedzie krzywa w R™ o parametryzacji
v:<a,b>— R™iniech w= f € C*°(R™) bedzie 0-forma. Wéwczas
M
0
dw = Z 87]0 dx; .

1=1 ¢

Jezeli g}jest orientacja krzywej M od punktu vy(a) do y(b), to

m b . b
fyy e = X[ G ae = [geroa -

= J00) ~S0) = [

Zatem w przypadku tym zachodzi tozsamosé, o ktérej wspomnieliSmy wy-
7€]j.

Twierdzenie 4.4 (Stokesa) Niech (M, ?} bedzie zwartq, zorientowang
rozmaitoscig wymiaru k z brzegiem, M C R™. Jezeli w jest formgq réznicz-
kowg rzedu k—1 okreslong w pewnym otoczeniu rozmaitosci M, to zachodzi
réwnosé

/ mdw:/ L w. (4.5)
M(T) OM(T)

Dowéd przeprowadzimy w trzech krokach.
I krok. Rozpatrzmy najpierw (k — 1)-forme rézniczkowa okreslong na
zbiorze
R’i = {(iL'l,...,.’L'k) :x1 < 0}

Zbiér RE jest k- wymiarowa sp6jna rozmaitoécia z brzegiem

8R'i = {(371,...,xk) X = 0},
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ktéra mozemy utozsamié z (k — 1)-wymiarows przestrzeniag R¥~1. Zatézmy,
ze orientacja na R* jest zadana przez kanoniczna orientacje przestrzeni R¥,
Niech
w = Zajdxl/\.../\d/x\j/\.../\dxk,
j=1
gdzie a; € C°(RF). Wéwcezas

_ Z(Za‘” dxg Adxi A Adg AL Adx ).

Jj=1

Zauwazmy, ze

Oa; —
—LdxgAdxp AL AdxG AL AR =

oxy
0 gdy ¢ 7& J
(_1)]‘—1% dxi AL Adxy, gdy (=

wiec
dw zkj( 19199 4 n L nd
= X1 X .
Ox;j F

Jj=1

Poniewaz wszystkie funkcje a; maja zwarte nosniki, wiec

0 Qa;
al_l(xlu"ka)dxl = al(O)x2)"'axk)
oraz
8a]
8:75] (xl,...,xk)dxj =
t&lgo[a](xl,...,xj_l,t,:vj+1,...,xk)—aj(xl,...,xj_l,—t,xj+1,...,$k)]

=0

dla j > 1. Zatem

8@1
—d. .d = — =
‘/Rk 81‘1 X1 . T / / /Oo xl dwl)dl’g d:L’k

= / (11(0 T, ... $k)d372 dl‘k,

da; Oa; A
/Rk &Ujdx e = / / / jdxj dry...drj...dry =0
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dla j > 1. W konsekwencji

k

; Oa;
-1

= / al(O,xg,...,xk)dxg...da:k.
Rk—1

7 drugiej strony, jezeli Xi,...,X,_1 € T(ORF) i Xi,..., X1 € I'(R*) sa
przedtuzeniami pol X1, ..., Xx_1 na R*, to dla dowolnego punktu = € OR*
i kazdego j > 1 mamy

(dxi A A AL Adx)(XD ., X1 ) (z) = 0,

gdyz pierwsze wspoltrzedne wektorow )?Z(:c) sg réwne zero. Zatem forma w
indukuje na OR* forme postaci

ar(z)dza A ... A dxy.

To daje wzér

R B

gdyz orientacja kanoniczna na R¥ indukuje na OR* orientacje wyznaczona
przez baze (e, ..., e). Z réwnosci (4.6) i (4.7) wynika (4.5).
Jezeli na R* wybrano orientacje T przeciwna do kanonicznej, to

/ mdw:—/ mdw:—/ a1(0,z9,. ..,z )dxs ... dxy
RE () RF (—7) RF-1

oraz

/ mw:—/ mdw:—/ a1(0,zg, ..., xp)dxs . . . dxg,
ORk (T) OR* (=) RE—1

wiec réwniez otrzymujemy (4.5). o
IT krok. Niech (®,U) bedzie mapg rozmaitosci M, a ® : U — R¥ dyfe-

omorfizmem zwiazanym z ta mapa. Niech ¢ € C3°(U). Oznaczmy @ = pw.
Woéwcezas na podstawie kroku I mamy

/M A& = /Ud@ = L(U)@_l)*d& = A(U) d(P_1)'D) =

/ (@_1)D = / (@)D = 5.
®(U)NRKk-1 ®(UNOM) oOMNU
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I krok. Niech {(®;, U;)}!_; bedzie zorientowanym atlasem rozmaitosci
M. Niech {@;}}_; bedzie rodzing funkcji gtadkich takich, ze supp @; C U;
oraz 2221 i(z) = 1 dla z € V, gdzie V jest pewnym zbiorem otwartym
takim, ze M C ViV C Ule U;. Wéwezas

l

l
w = Z@w = Z(Di na, zbiorze V.
i=1 i=1

Zatem na podstawie kroku II,

l !
mdw: /md&Z: / m(:)Z:/ ~ QNJZ:/ aw.
/M(T) 1:21 M(T) ; OM(T) 8M(7’)¥ OM(T)

Otrzymali$my wiec réwnosé (4.5). [ |

Uwaga 4.4 Twierdzenie Stokesa pozostaje prawdziwe przy nieco ostabio-
nych zalozeniach dotyczacych regularnosci wspotczynnikéw formy réznicz-
kowej jak i gladkosci brzegu. W szczegdlnosci twierdzenie to zachodzi dla
form rézniczkowych klasy C", r € N (por. Uwaga 3.8). Wystarczy row-
niez zatozy¢, ze brzeg jest kawalkami gladki. Nie bedziemy sie jednak da-
lej zajmowaé tymi zagadnieniami. Zainteresowanego Czytelnika odsylamy
do literatury (por. np. L.Schwartz, Analiza matematyczna, Tom II, PWN;,
Warszawa 1980).

Jako natychmiastowe konsekwencje otrzymujemy znane nam dobrze kla-
syczne wzory Greena, Gaussa i Stokesa w przypadku tréjwymiarowym (por.
II, Czes¢ 1, Twierdzenie 3.24 oraz III, Cze$¢ 1, Twierdzenia 3.3 i 3.7), o
ile ograniczy¢ sie w nich do funkcji P, @), R klasy C'*°. Sformulujemy je w
postaci wnioskéw z Twierdzenia 4.4, proponujac Czytelnikowi samodzielne
wyprowadzenie ich z tego Twierdzenia.

Whniosek 4.1 (wzér Greena) Niech U bedzie zbiorem otwartym, spdj-
nym i zorientowanym w R? takim, Ze jego brzeg OU jest zwartq rozma-
itoscig wymiaru 1. Niech w bedzie 1-formg okreslong w pewnym otoczeniu
domkniecia U zbioru U postaci w = Pdxy + Qdxs. Wowczas

0Q 0P
P = - — .
/a dx1 + Qdxo / ( o m)dxld@

Whniosek 4.2 (wzér Gaussa) Niech U bedzie zbiorem otwartym, spoj-
nym i zorientowanym w R™ takim, Ze jego brzeg OU rozmaito$ciqg wymiary
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2. Niech w bedzie 2- formq okreslong w pewnym otoczeniu domkniecia U
zbioru U postaci w = P dxgo Adx3 +Q dx3z Adxy +Rdx; Adxy. Wowcezas

/ Pdxo ANdx3+@Q dxz Adx; +Rdx; Adxe =
oU
- / ( oP  9Q OR

— dxidzadrs.
6$1 8:62 + 633‘3> T1aL20Ls

Whniosek 4.3 (klasyczny wzor Stokesa) Niech M bedzie rozmaitoscig
2wartq, spdjng i zorientowang wymiaru 2 z brzegiem OM, zawartq w R3.
Niech w bedzie jednoformq okreslong w pewnym otoczeniu rozmaito$ci M
postaci w = Pdx1 + Q dxe + Rdxs. Wowczas

/ Pdxy + Qdzs + Rdas = / ((LR - aﬁ) dxo A dxs +
oM M (91’2 6x3
OP OR 0Q OP
+(873’;3 — 87,%'1) dX3/\dX1 +(({')7x1 — 67[52) dX1 /\dX2 .



